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Die Quantenchromodynamik (QCD), die Theorie der Starken Wechselwirkung, be -
schreibt die Wechselwirkung zwischen Quarks und Gluonen. Quarks sind die kleinsten
Materiebausteine, aus denen Hardronen wie z.B. Protonen und Neutronen zusammenge-
setzt sind. Die Starke Wechselwirkung ist dafu¨r verantwortlich, dass Quarks Bindungs-
zusta¨nde eingehen, die eben die Hardronen konstituieren. Es existieren, soweit wir heute
wissen, sechs unterschiedliche Quark-Sorten (Flavors): up-, down-, strange-, charme-,
bottom- und top-Quark.
In Teilchenbeschleunigerexperimenten fand man das ∆2+-Hardron mit Spin 32 , das aus
drei up-Quarks besteht [1]. Nach dem Pauli-Prinzip muss es also noch einen weiteren
Freiheitsgrad geben, der diese drei Quarks unterscheidbar macht. Daher tragen Quarks
sogenannte Farbladungen (color), derer es insgesamt drei gibt. Die Wechselwirkungen
zwischen den Quarks werden durch die Gluonen vermittelt, die ihrerseits untereinan-
der wechselwirken, da die Gluonen selbst farbgeladen sind. Das ist ein folgenreicher
Unterschied zur Quantenelektrodynamik, der Theorie der elektromagnetischen Wech-
selwirkung. Diese wird durch Photonen zwischen allen elektrische geladenen Teilchen
(Hardronen und Leptonen gleichermaßen) vermittelt. Die Photonen sind dabei selbst
elektrisch ungeladen.
Charakteristisch fu¨r die QCD sind die beiden Pha¨nomene Confinement und Asympto-
tische Freiheit. Unter ersterem versteht man die Tatsache, dass das Wechselwirkungspo-
tential zwischen den Quarks mit zunehmenden Abstand linear anwa¨chst. Daraus folgt,
dass man unendlich viel Energie aufwenden mu¨ßte, um zwei Quarks zu separieren. Da-
her kommen Quarks und Gluonen in der Natur nur im gebundenen Zustand vor [2]. Die
QCD bezeichnet man als asymptotisch frei, da die Kopplung der Wechselwirkung zwi-
schen den Quarks fu¨r kleine Absta¨nde oder große Impulsu¨bertra¨ge sehr klein wird [3, 4].
In diesem Regime ist die QCD perturbativen Methoden zuga¨nglich. Fu¨r den Fall großer
Absta¨nde oder kleiner Impulsu¨bertra¨ge wird die Kopplung sehr groß [5] und man ist auf
nicht-perturbative Methoden angewiesen. Fu¨r hohe Temperaturen erwartet man, dass
die Quarks und Gluonen ein Quark-Gluon-Plasma bilden, in dem diese sich quasi-frei
bewegen ko¨nnen. Zwischen dem Confinement-Zustand und dem Plasma-Zustand gibt es
einen Phasenu¨bergang, der bei einer kritischen Temperatur Tc stattfindet. Man nennt
diese Phasenu¨bergang Confinement/Deconfinement-Phasenu¨bergang.
Fu¨r den Grenzfall verschwindender Quarkmassen gibt es einen zweiten Phasenu¨bergang
in der QCD, den sogenannte chiralen Phasenu¨bergang. Fu¨r masselose Quarks und tiefe
Temperaturen ist die chirale Symmetrie der QCD spontan gebrochen. Die chirale Sym-
metrie wird allerdings bei hohen Temperaturen oberhalb einer kritischen Temperatur
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wiederhergestellt. Wir haben also einen Phasenu¨bergang von einem Regime mit gebro-
chener chiraler Symmetrie in ein Regime mit wiederhergestellter chiraler Symmetrie.
Eine explizit vorgegebene Quarkmasse bricht die chirale Symmetrie. Allerdings kann
man weiterhin approximativ von einer chiralen Symmetrie sprechen, wenn man nur das
up- und down-Quark betrachtet, da diese beiden Quarks nur eine sehr geringe Masse
aufweisen, die viel kleiner ist als die relevante Skala der QCD, ΛQCD ≈ 200 MeV.
In der Na¨he eines Phasenu¨bergangs zeigen physikalische Systeme unterschiedlicher Art
kritisches Vehalten, d.h. die Obversablen skalieren in der Na¨he der kritischen Tempera-
tur mit einfachen Potenzgesetzen ∝ |T −Tc|#, wobei # die den Obversablen zugeho¨rigen
kritischen Exponenten angeben. Haben verschiedene physikalische System dieselben kri-
tischen Exponenten, so sagt man beide Systeme geho¨ren zur selben Universalita¨tsklasse.
Das bedeutet, dass verschiedene physikalische Systeme in der Na¨he des jeweiligen Pha-
senu¨bergangs identisches Verhalten zeigen, obgleich ihr Verhalten weit weg von Pha-
senu¨bergang unterschiedlich sein kann. Die Werte fu¨r die kritischen Exponenten ha¨ngen
dabei von den Symmetrien und der Dimension des betrachteten physikalischen Systems
ab.
Die genaue Natur des chiralen Phasenu¨bergang in der QCD ist noch nicht endgu¨ltig
gekla¨rt. Um sich der Antwort dieser Frage anzuna¨hern, ist es zweckma¨ßig, mit effektiven
Modellen zu arbeiten. Diese haben den Vorteil, dass sie nur fu¨r das Problem notwen-
dige Freiheitsgrade beru¨cksichtigen. Ein solches Modell ist dann in der Regel einfacher
handhabbar. Ist bekannt in welche Universalita¨tsklasse das betrachtete effektive Mo-
dell geho¨rt, so lassen sich mo¨glicherweise Ru¨ckschlu¨sse ziehen hinsichtlich der Universa-
lita¨tsklasse der vollen QCD. Gittersimulationen deuten darauf hin, dass QCD mit zwei
Flavors (up- und down-Quark) in die Universalita¨tsklasse O(4) geho¨rt [6, 7, 8, 9]. Um
die Dynamik der QCD in der Na¨he des chiralen Phasenu¨bergangs zu studieren, bietet
sich daher das chiral- und O(4)-symmetrische Quark-Meson Modell als effektives Modell
an.
Dass die Sta¨rke der Wechselwirkung zwischen den Quarks bei kleiner werdenden Im-
pulsu¨bertra¨gen anwa¨chst, hat zur Folge, dass die QCD bei kleinen Energien nicht per-
turbativ behandelt werden kann. Man ist also notwendigerweise auf nicht-perturbative
Methoden angewiesen. Ein nicht-perturbativer Zugang zur Quantenfeldtheorie besteht
z.B. darin, QCD auf einem endlichen Raum-Zeit-Gitter zu studieren. Das hat den Vor-
teil, dass man nicht auf vereinfachende Modellannahmen angewiesen ist. Andererseits
ist die Gitter-QCD mit hohem numerischen Aufwand verbunden. Beispielsweise ist die
Implementierung von chiralen Fermionen schwierig, ohne dass ihre Chiralita¨tseigenschaft
verloren geht. Des weiteren ist die Rechendauer um so gro¨ßer, je kleiner die gewa¨hlte
explizite Quarkmasse ist. Daher werden Gittersimulationen mit großen expliziten Quark-
massen durchgefu¨hrt, so dass die chirale Symmetrie explizit gebrochen ist. Der chirale
Phasenu¨bergang geht dann in einen Crossover u¨ber. Folglich ist es schwierig, in Gittersi-
mulationen kritisches Verhalten nahe am Phasenu¨bergang zu beobachten und die genaue
Natur des Phasenu¨bergangs zu kla¨ren.
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Ein anderer nicht-perturbativer Zugang zur Quantenfeldtheorie ist die Renormierungs-
gruppe. Dieser Zugang hat den Vorteil, dass ohne Schwierigkeiten chirale Fermionen
implementiert werden ko¨nnen. Des weiteren ist es mo¨glich mit verschwindender expli-
ziter Symmetriebrechung zu arbeiten. Dadurch ist es mo¨glich kritische Exponenten zu
berechnen und kritisches Verhalten (Scaling) zu beobachten. Im Unterschied zu Gitter-
Simulationen ko¨nnen auch Rechnungen in unendlichen Volumina durchgefu¨hrt werden,
wa¨hrend bei Gittersimulationen entsprechende Resultate nur durch Extrapolation auf
unendliche Volumina zu erhalten sind. Ein Nachteil der Renormierungsgruppe ist, dass
es im Allgemeinen nicht mo¨glich ist, das gegebene Modell als ganzes zu lo¨sen, man
ist auf Na¨herungen (Trunkierungen) angewiesen. Gitter-Simulationen und Renormie-
rungsgruppe verhalten sich also zueinander komplementa¨r. Das ermo¨glicht, dass beide
nicht-perturbativen Zuga¨nge einander erga¨nzen ko¨nnen.
Um kritische Dynamik und das Scaling-Verhalten von QCD in der Na¨he des chiralen
Phasenu¨bergangs zu studieren, betrachten wir in dieser Arbeit ein Quark-Meson-Modell
mit zwei Flavors, up- und down-Quark, und drei Farbfreiheitsgraden. Diese Fermionen
koppeln dabei u¨ber die Yukawa-Kopplung an ein Bosonenfeld ~φ = (~pi, σ), bestehend aus
drei massenlosen Pionfeldern ~pi und einem massiven Sigmafeld σ. Wir vernachla¨ssigen in






Diese Arbeit ist wie folgt gegliedert: Wir resu¨mieren im ersten Kapitel Grundlagen zur
Renormierungsgruppe [10, 11, 12, 13, 14, 15, 16]. Im zweiten Kapitel wird das Pha¨nomen
der spontanen Symmetriebrechung am Beispiel des O(N)-und Nambu-Jona-Lasinio-
Modells dargestellt [17, 18, 19, 20]. Letzteres kann durch eine Hubbard-Stratonovich
(Bosonisierung) in das Quark-Meson-Modell u¨berfu¨hrt werden. Um Phasenu¨berga¨nge
und kritische Pha¨nomene des Quark-Meson-Modells bei endlichen Temperaturen stu-
dieren zu ko¨nnen, bescha¨ftigen wir uns im vierten Kapitel mit thermischer Feldtheo-
rie [21, 22, 23, 24, 25] und im fu¨nften Kapital mit Grundlagen von kritischem Verhalten,
kritischen Exponenten und Scaling-Funktionen [26, 27, 28, 29, 30, 31, 32, 33, 34, 35]. Wir
wenden uns zuna¨chst im sechsten Kapitel dem O(4)-Modell zu, da dieses die rein me-
sonischen Anteile des Quark-Meson-Modells beschreibt. Wir lo¨sen das O(4)-Modell mit
Hilfe der Renormierungsgruppe fu¨r endliche Temperaturen und werten die numerischen
Ergebnisse aus. Analog verfahren wir im siebten Kapitel mit dem Quark-Meson-Modell
in unendlichem Volumen und im achten in endlichem Volumen. Anschließend folgt ein
Vergleich unserer Ergebnisse mit Ergebnissen von QCD-Gitter-Simulationen.
1Mit Zφ,p,k
!
= 1 ergibt sich fu¨r die annormale Dimension η: η ∝ ∂t logZφ,p,k = 0.
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Physikalische Systeme sind oftmals durch eine sehr hohe Anzahl an Freiheitsgraden cha-
rakterisiert. Allerdings ha¨ngt die notwendig zu beru¨cksichtigende Anzahl von der Skala
ab, an der man das gegebene physikalische System betrachtet. Fu¨r die Beschreibung eines
idealen Gases ist es also keineswegs notwendig, die Wellenfunktion jedes einzelnen Atoms
zu berechnen, um das physikalische Verhalten desselben zu erfassen. Die Parameter eines
makroskopischen Systems lassen sich ha¨ufig durch das Betrachten eines kleineren Teilsys-
tems ermitteln. Betrachtet man z.B. ein Gas, bestehend aus 105 Atomen, so weist dieses
Gas in der Regel bereits den gleichen Druck und die gleiche Temperatur auf wie das
Gesamtsystem von 1023 Atomen. Wenn man allerdings dieses Teilsystem immer weiter
verkleinert, dann a¨ndert sich das Verhalten dieses System qualitativ.
Doch wodurch a¨ndert sich das System qualitativ, wenn es verkleinert wird? Die hierbei
relevante Gro¨ße ist die Korrelationsla¨nge der Freiheitsgrade. Sind die Ausdehnung des
Systems und die Korrelationsla¨nge der relevanten Freiheitsgrade von gleicher Gro¨ßen-
ordnung, so ist eine Verhaltensa¨nderung des Systems zu erwarten. Dies gilt erst recht,
wenn die Korrelationsla¨nge gro¨ßer wird als die Ausdehnung des Systems. Ist die Korreala-
tionsla¨nge sehr klein, d.h. spielen nur kurzreichweitige Wechselwirkungen eine wesentli-
che Rolle, dann ist das betreffende System sto¨rungstheoretischen Methoden zuga¨nglich.
Bei Phasenu¨berga¨ngen 2. Ordnung divergiert1 allerdings die Korrelationsla¨nge, was die
Notwendigkeit nicht-perturbativer Methoden aufzeigt.
Wie sich ein physikalisches System verha¨lt, ha¨ngt auch von der Anzahl der Freiheits-
grade innerhalb der Korrelationsla¨nge ab. Ist die Anzahl der Freiheitsgrade sehr groß,
dann ist das Verhalten dieses Systems bestimmt durch das kollektive makroskopische
Verhalten der Freiheitsgrade, und weit weniger von den mikroskopischen Wechselwir-
kungen.
Wenn man z.B. ein Ising-Modell in der Na¨he des kritischen Phasenu¨bergang anschaut,
so kann man einzelne Regionen betrachten, die eine bestimmte Anzahl von Spin-up- und
Spin-down-Zusta¨nden enthalten und ersetzt diese durch einen effektiven Spin, welcher
dann der Region als ganzes zugeordnet wird. Durch diese Blockspintransformation erha¨lt
man eine effektive Theorie, welche interpoliert zwischen dem rein mikroskopischen und
dem rein makroskopischen System.
Die Idee der Renormierungsgruppe besteht darin, sukzessive die Anzahl der Freiheits-
grade zu verringern und diese durch effektive Freiheitsgrade zu ersetzen. In der Quan-




tenfeldtheorie entspricht der Blockspintransformation die sukzessive Ausintegration von
Impulsmoden in der Zustandssumme Z. Zu diesem Zweck wird eine Skala k eingefu¨hrt,
mit deren Hilfe die Impulsmoden des Feldes φ(p) unterteilt werden in niederfrequente
p < k und hochfrequente p > k Moden:
φ(p) = φ(p < k) + φ(p > k). (2.1)
Die Skala k wird nun schrittweise um das Intervall ∆k zu abgesenkt, wobei alle Frei-
heitsgrade im entsprechenden Intervall ∆k ausintegriert werden. Durch Ausintegration
erhalten wir eine effektive Theorie, die durch einen effektiven Lagrangian Leff beschrie-
ben wird. Diese Ausintegration kann natu¨rlich iterativ ausgefu¨hrt werden. Was wir dann
erhalten sind effektive Wirkungen bei unterschiedlichen Skalen - wird die Skala gea¨ndert,
a¨ndert sich auch die effektive Wirkung des Systems.
A¨ndert sich die effektive Wirkung nicht mehr durch Ausfu¨hrung eines weiteren Inte-
grationsschrittes, so redet man von einem Fixpunkt. Ein nichttrivialer Fixpunkt2 weist
auf das Auftreten langreichweitiger Korrelationen hin. Eine mo¨gliche Konsequenz ist die
Existenz von Universalita¨t: urspru¨nglich unterschiedliche Wirkungen, die jedoch diesel-
ben Symmetrien aufweisen, laufen unter fortgesetztem Ausintegrieren von Impulsmoden
auf dieselbe Form der effektiven Wirkung zu.
Im Folgenden wird die Renormierungsgruppenflussgleichung fu¨r die effektive Wirkung
hergeleitet, mit der man die A¨nderung der effektiven Wirkung mit A¨nderung der Skala
betrachten kann. Hat man ihre Lo¨sung, so erlaubt sie das Verhalten der physikalischen
Gro¨ßen und Kopplungen bei unterschiedlichen Skalen zu betrachten. Wir beginnen dazu




Dφ e−S[φ,J ]. (2.2)
Dieses ist das quantenfeldtheoretische Analogon zur Zustandssumme der Statistischen
Physik. Die Zustandssumme ist das Integral u¨ber alle Feldkonfigurationen, die gewichtet
sind durch einen exponentiellen Faktor. S[φ, J ] ist dabei die Wirkung in Anwesenheit
einer externen Quelle J :
S[φ, J ] = S[φ] +
∫
ddxJ(x)φ(x). (2.3)
Dabei bezeichnet d die Dimension des euklidischen Raumes.
Wenn man dieses Funktional n mal nach der Quelle J funktional ableitet, erha¨lt man
2Trivial ist ein Fixpunkt beispielsweise, wenn das System nicht wechselwirkt, z.B. ein Spinfeld, bei dem




〈0 |Tφ(x1) · · · φ(xn)| 0〉 =
∫

















Das erzeugende Funktional generiert aber auch unverbundene Feynmangraphen, die
nicht zur S-Matrix beitragen. Um die unverbunden Graphen zu entfernen, bilden wir den
Logarithmus von Z[J ] und erhalten auf die Weise das sogenannte Schwinger-Funktional,
welches nur verbundene Graphen erzeugt:
W [J ] = logZ[J ] = log
∫
Dφe−S[φ,J ]. (2.6)
Die effektive Wirkung ist durch dasjenige Funktional definiert, welches alle 1-PI-Graphen4
erzeugt, d.h. solche die durch Auftrennen einer inneren Linien nicht in zwei Graphen zer-
legt werden ko¨nnen. Man erha¨lt sie durch Legendre-Transformation von W [J ]:
Γ[φcl] = −W [J ] +
∫
ddxJ(y)φcl(y). (2.7)
Dabei ist φcl das sogenannte klassische Feld, durch das der Vakuumserwartungswert
des Feldoperators 〈0 |φ(x)0|〉J in Anwesenheit einer Externen Quelle J (z.B. externes









Wir erhalten die externe Quelle, indem wir die effektive Wirkung Gl. (2.7) nach dem















φcl(y) + J(x) = J(x). (2.9)
Damit kann man ein implizites Funktional fu¨r die effektive Wirkung Γ[φcl] in Form einer
funktionalen Integro-Diffenentialgleichung angeben:














3T bezeichnet dabei den sogenannten Zeitordnungsoperator. Details siehe z.B. [18].
41-PI ist die Abku¨rzung fu¨r one-particle-irreducible.
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Hierbei ko¨nnen wir φ als Fluktuationen um das klassische Feld φcl ansehen. Im Allge-
meinen sind diese Gleichungen nicht ohne weiteres lo¨sbar. Zusa¨tzlich sehen wir uns mit
dem Problem konfrontiert, dass IR-Divergenzen auftreten werden.
Diese implizite Darstellung von Γ[φcl] kann um φcl entwickelt werden:
Γ[φcl] = S[φcl]− log
∫
Dφ e








Es ergibt sich in dieser Entwicklung, die perturbative 1-Loop Na¨herung.









Was es jetzt anzustreben gilt, ist einen Ausdruck zu finden fu¨r die effektive Wirkung,
die interpoliert zwischen der klassischen Wirkung S bei der keine Quantenkorrekturen
beru¨cksichtigt werden, und der volle effektive Wirkung Γ, bei der alle Quantenfluk-
tuationen beru¨cksichtigt werden. Wir suchen also eine Wirkung, die zusa¨tzlich zu dem
UV-Cutoff Λ, einen IR-Cutoff k tra¨gt. Dadurch vermeidet man die Existenz von IR-
Divergenzen. Diese interpolierende Wirkung erhalten wir dadurch, dass wir zu unserer
Wirkung einen k-abha¨ngigen, also skalenabha¨ngigen Wirkungsterm einfu¨gen, der zu-
gleich die IR-Divergenzen beseitigt. Die effektive Wirkung ist dann definiert durch das
erzeugende Funktional aller 1-PI-Graphen mit einem IR-Cutoff. Wir erweitern daher die
klassische Wirkung S[φ] um einen skalenabha¨ngigen Term:
Sk[φ] = S[φ] + ∆Sk[φ]. (2.13)









Wk[J ] = logZk[J ] = log
∫
Dφe−Sk[φ,J ]. (2.15)
Fu¨r Γk[φ] verwenden wir eine modifizierte Legendre-Transformation:
Γk[φ] = −Wk[J(φ)] +
∫
ddxJ(x)φ(x)−∆Sk[φ]. (2.16)
Aus der Form von ∆Sk[φ] ∝ φ2 sieht man, dass der Regulatorterm Rk(p) wie eine
impulsabha¨ngige Masse wirkt. Dabei ist die Wahl von Rk(p) nicht beliebig, sondern
muss folgende Eigenschaften erfu¨llen:
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• Fu¨r die Implementierung einer IR-Regularisation muss gelten:
lim
k2/p2→0
Rk(p) > 0. (2.17)
• Wenn man beabsichtigt sa¨mtliche Fluktuationen vom UV-Cutoff Λ an auszuin-




Rk(p) = 0. (2.18)
• Betrachtet man k → Λ, so muss sich als Resultat die klassische Wirkung ergeben;













Als letztes muss die Impuls-Integration in der Flussgleichung konvergieren fu¨r p2  k2
und fu¨r p2  k2, d.h. nur eine kleine Impulsschale p2 ≈ k2 soll effektiv zur Integration
beitragen. Die Erfu¨llung dieser Forderung folgt bereits aus Gl. (2.20): Durch die gewa¨hlte
Form des Regulators erha¨lt dessen Ableitung ∂tRk eine peakartige Struktur
5.







Rk verschwindet fu¨r k → 0 und divergiert fu¨r k → ∞, bei fixiertem p. Fu¨r Fluktua-
tionen mit kleinem Impuls p2  k2 verha¨lt sich Rk wie ∝ k2. Da ∆Sk[φ] quadratisch
in den Feldern ist, bedeutet, dass sa¨mtliche Fourier-Moden, deren Impulse kleiner als
k sind, eine effektive Masse ∝ k erhalten. Diese effektive Masse wirkt als IR-Cutoff fu¨r
Impulsmoden fu¨r die p2 ≤ k2 gilt. Implusmoden dagegen fu¨r die p2 ≥ k2 gilt, werden
nicht beru¨hrt. Damit unterdru¨ckt ∆Sk[φ] die Propagation von IR-Moden.
Wir leiten im Folgenden die Renormierungsgruppenflussgleichung fu¨r die effektive Wir-
kung Γk ab. Die Renormierungsgruppenflussgleichung dru¨ckt Skalenabha¨ngigkeit von Γk
in Termen des vollen Propagators (≡ Γ(2)k ) aus. Wir schauen uns dazu an, wie sich das
5Siehe die Wetterichgleichung Gl. (2.29)
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skalenabha¨ngige erzeugende Funktional der verbundenen Greens-Funktionen (Gl. (2.15))






























= 〈φ(−p)φ(p)〉 , (2.23)
die 2-Punkt Korrelations-Funktion. Wir fu¨gen in Gl. (2.22) eine aktive Null der folgenden
Form ein:
0 = −〈φ(−p)〉 〈φ(p)〉+ 〈φ(−p)〉 〈φ(p)〉 . (2.24)






{(∂tRk(p)) [〈φ(−p)φ(p)〉−〈φ(−p)〉 〈φ(p)〉]+(∂tRk(p)) 〈φ(−p)〉 〈φ(p)〉} .
(2.25)
Dabei ist der Term in den eckigen Klammern die Greens-Funktion der zusammenha¨ngenden





























wobei δWk[J ]δJ(x) = φ(x).
Fu¨r den letzten Schritt schreiben wir Gc,k(p) als funktionale Ableitung von der ska-

































Die Wetterichgleichung wurde hier fu¨r ein reelles skalares Feld hergeleitet. Hat man es













Hier steht φ(p) fu¨r bosonische und fermionische Felder. Der Ausdruck in Gl. (2.29) kann

















Betrachtet man k → Λ und setzt man const = SΛ[φ], so erha¨lt man wieder die obige
Entwicklung (Gl. (2.12)).







Die Sto¨rungstheorie ist also als Spezialfall in der Flussgleichung enthalten.
Mit der Renormierungsgruppenflussgleichung hat man einen nicht-perturbativen Zu-
gang zur Quantenfeldtheorie. Das ist insofern erfreulich, da die restriktive Vorausset-
zung der Sto¨rungsrechnung, dass die Kopplung(en) klein sein mu¨ssen, hier nicht not-
wendig ist. Daher ist das Anwendungsgebiet der Flussgleichung umfassender als das
von perturbativen Zuga¨ngen zur Quantenfeldtheorie. Es lassen sich damit auch Pha-
senu¨berga¨nge beschreiben, in denen es auf Grund langreichweitiger Korrelationsla¨ngen
zu starken Wechselwirkungen kommt.
6Die Summation u¨ber alle inneren Freiheitsgrade wird ausgedru¨ckt durch STr - Supertrace. Man sum-
miert z.B. noch u¨ber alle Dirac-Indizes, Color-Indizes und Flavor-Indizes, siehe Kap. 7.
14
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Gegeben sei ein Lagrangian mit bestimmten Symmetrieeigenschaften. Unter einer spon-
tanen Symmetriebrechung versteht man das Pha¨nomen, dass der Grundzustand des be-
trachteten Systems, diese bestimmte Symmetrie eben nicht mehr aufweist. Beispielswei-
se kann der Langrangian des Systems eine Rotationssymmetrie O(N) aufweisen, wel-
che im Grundzustand spontan gebrochen ist. Die Symmetriebrechung wird deswegen
als spontan bezeichnet, weil diese ohne a¨ußeren Einfluss geschieht 1. Von einer explizi-
ten Symmetriebrechung spricht man, wenn die Symmetrie des Langrangian durch einen
Symmetriebrechungsterm von vornherein aufgehoben ist; beispielsweise kann durch die
Einfu¨hrung eines linearen Terms c ·φ in einen Z2-symmetrischen Langrangian ∝ L[(φ)2]
die Spiegelsymmetrie φ → −φ explizit gebrochen werden. Um dieses Pha¨nomen na¨her
zu veranschaulichen, betrachten wir zwei Modelle: das Lineare Sigma Modell und das
Nambu-Jona-Lasinio-Modell.
3.1 Lineares Sigma-Modell













2 − V (~φ 2). (3.1)
Dabei sind ~φ N reale Skalarfelder und λ definiert die 4-Punkt-Kopplung, wobei λ > 0.
Dieser Lagrangian ist invariant unter der kontinuierlichen Rotation φi → Rijφj , wobei Rij
eine orthogonale N×N -Matrix ist. Man spricht hier also von einer kontinuierlichen Sym-
metrie. Fu¨r die folgende Diskussion beno¨tigen wir den Vakuumserwartungswert dieser
Theorie, d.h. das Minimum des Lagrangian. Dazu fu¨hren wir eine Variation der Wirkung


























1Die Spontanita¨t ist dabei keine Willku¨r, sondern hat ihre Ursache in Quantenfluktuationen. Ein a¨ußerer





Abbildung 3.1: Skizze des Potentials von Gl. (3.1) fu¨r N = 1 mit Masseterm m2 = −µ2.
Die gestrichelte Linie markiert den Nulldurchgang.
Wenn wir verlangen, dass der Vakuumserwartungswert unter Lorentz-Transformationen
und Translationen invariant sein soll, so folgt daraus, dass der Wert von φ, welcher V mi-
nimiert, konstant sein muss. Es muss also gelten: ~φ = 0. Der Vakuumserwartungswert
ist dann bestimmt durch das (globale) Minimum des Potentials. Hat das Potential die
in Gl. (3.1) angegebene Form, so verschwindet der Vakuumerwartungswert fu¨r m2 > 0.
Entwickelt man das Potential um dieses verschwindende Minimum ~φ0 = (0, ..., 0) herum,
so stellt man fest, dass die O(N)-Symmetrie erhalten bleibt. Diesen Fall bezeichnet man
als symmetrisches Regime.
Fu¨r den Fall, dass 0 > m2 := −µ2, mit µ ∈ R:










λ , wobei wir den Vektor in Richtung der φN -Achse legen:




Damit lassen sich die Felder ~φ schreiben als:




), k = 1, ..., N − 1 (3.4)
Wir entwickeln Gl. (3.3) um das Minimum und erhalten unter Vernachla¨ssigung kon-
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µσ(σ2 + pi2)− λ
4!
[(σ2 + pi2)]2.(3.5)
Zuvor trugen alle unsere Felder gleichermaßen die Masse −µ2. Die Reformulierung dieser
Felder um das Minimum herum bricht die O(N)-Symmetrie und fu¨hrt zur Erzeugung von
N−1 massenlosen Feldern pik und einem massiven Sigmafeld σ. Dabei sind die masselosen
Felder die Oszillationen in tangentialer Richtung, d.h. entlang der Potentialmulde und die
σ-Mode die Oszillationen in radialer Richtung. In tangentialer Richtung weist das System
eine O(N − 1)-Symmetrie auf, d.h. dass alle Zusta¨nde, die entlang der Mulde existieren
sind entartet. Die Symmetrie ist spontan gebrochen, weil das System sich in genau einem
der Grundzusta¨nde befindet und deshalb ist das System unter Rotationen nicht mehr
invariant. Die masselosen Felder bezeichnet man als Goldstone-Bosonen. Die Tatsache,
dass die spontane Brechung einer kontinuierlichen Symmetrie die Existenz masseloser
Bosonen zu Folge hat, nennt man Goldstone-Theorem. Hat man eine Theorie mit N
Feldern, so erha¨lt man nach erfolgtem spontanem Symmetriebruch N − 1 Goldstone-
Bosonen2.
Ein physikalisches Beispiel fu¨r Goldstone-Moden sind transversale Spinwellen beim
O(N)-Spin-Modell [29]. Es sind langreichweitige Anregungsmoden mit unendlicher Wel-
lenla¨nge im Grenzfall verschwindenden a¨ußeren Feldes. Diese langreichweitigen Moden
stellen eine Korrelation zwischen allen Spins her.
3.2 Nambu-Jona-Lasinio-Modell
Das Nambu-Jona-Lasinio-Modell (NJL) ist durch folgenden Lagrangian definiert:















Dabei sind ~τ = (σ1, σ2, σ3) die Pauli-Matrizen, γ5 = iγ0γ1γ2γ3 und die Gamma-Matrizen












2Ein Beweis dieses Theorems findet sich in [36].
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Im Folgendem geben wir die Color- und Flavor-Indizes nicht explizit an.
Der NJL-Lagrangian ist unter zweierlei Transformationen invariant:
• ΛV :
ψ → e−i~τ ~Θ/2ψ. (3.8)
Es genu¨gt dabei die infinitesimale Transformation
ψ → (1− i~τ ~Θ/2)ψ (3.9)
zu betrachten. Jede andere erreicht man durch Hintereinanderausfu¨hrung von vie-
len infinitesimalen Transformationen. Analog fu¨r die Transformation von ψ:
ψ → e+i~τ ~Θ/2ψ ∼= (1 + i~τ ~Θ/2)ψ. (3.10)
Diese Vektor-Transformation bewirkt eine Drehung im Isospinraum um den Winkel
~θ. Der Begriff des Isospins reflektiert das identische Verhalten von Protonen und
Neutronen unter dem Einfluss starker Wechselwirkungen (quasi gleiche Massen,
Starke Wechselwirkung unabha¨ngig von elektrischer Ladung).
• ΛA:
ψ → e−iγ5~τ ~Θ/2ψ ∼= (1− iγ5~τ ~Θ/2)ψ,
ψ → e−iγ5~τ ~Θ/2ψ ∼= (1− iγ5~τ ~Θ/2)ψ. (3.11)
ΛA nennt man chirale Symmetrietransformation oder auch axiale Vektortransfor-
mation. Von einer chiralen Symmetrie spricht man, wenn die Symmetrietransfor-
mation unterschiedlich auf Anteile verschiedener Chiralita¨t wirkt. Das bedeutet
das die Anteile links- und rechtsha¨ndiger Chiralita¨t im Lagrangian3 voneinander
separiert sind und als Einzelne betrachtet werden ko¨nnen. Vermischt werden diese
Anteile jedoch durch Massenterme in der Lagrangedichte.
Gl. (3.6) ist invariant unter beiden Transformationen; die axiale Symmetrie ist jedoch ge-
brochen, sobald wir einen expliziten Quarkmassenterm hinzufu¨gen. Da die up- und down-
Quarks eine Masse von etwa 5− 10 MeV  ΛQCD ≈ 200 MeV aufweisen [37, 17], kann
man annehmen, dass ΛA eine approximative Symmetrie darstellt. Mit verschwinden-
der Quarkmasse stellt sich chirale Symmetrie ein, die dann allerdings trotzdem spontan
gebrochen werden kann. Demnach prognostiziert das Goldstone-Theorem die Existenz
von drei masseloser Goldstonebosonen. Die Goldstone-Bosonen in der QCD nennt man





ψ ≡ ψL + ψR.
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Pionen. Bosonische Anteile entha¨lt LNJL offensichtlich nicht; woraus folgt, dass diese in
Form von gebundenen Fermionzusta¨nde darstellbar sein mu¨ssen. Die bosonischen An-
teile kann man einfu¨hren, in dem man den Lagrangian des NJL-Modells LNJL wie folgt















d4x{ 12m2(σ2+~pi2} = 1. (3.13)
σ und ~pi sind dabei bosonische Hilfsfelder und N eine Normierungskonstante. Wenn wir
die bosonischen Felder σ und ~pi wie folgt verschieben:
σ → σ + h
m2
ψψ,
~pi → ~pi + h
m2
(ψi~τγ5ψ), (3.14)





erhalten wir den bosonisierten Lagrangian des NJL-Modells:
L = ψi∂/ψ − 1
2
m2(σ2 + ~pi2)− hψ(σ + i~τ~piγ5)ψ. (3.16)
Wie wir sehen, haben wir im bosonisierten Lagrangian statt einer 4-Fermoinen-Wechsel-
wirkung, eine Yukawa-Wechselwirkung zwischen den massiven Bosonenfeldern und den
Fermionen. Die Sta¨rke der Wechselwirkung zwischen den Bosonen und den Fermionen
wird vermittelt durch die Yukawa-Kopplung h. Wir verallgemeinern das bosonisier-
te NJL-Modell, indem wir kinetische Terme fu¨r die Bosonen und bosonische Selbst-
Wechselwirkungsterme zulassen 4. Das volle Quark-Meson-Modell lautet dann:









m2(σ2 + ~pi2)− λ
4!
[(σ2 + ~pi2]2 − hψ(σ + i~τ~piγ5)ψ.
(3.17)
4Zuna¨chst nur einen Wechselwirkungsterm ∝ φ4, aber auch ho¨here Ordnungen sind mo¨glich. Diese
mu¨ssen nicht schon auf der UV-Skala Λ existieren, sondern sie werden durch Quantenfluktuationen
erzeugt; insofern ist diese Verallgemeinerung berechtigt.
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Dieser Lagrangian ist symmetrisch unter den Transformationen ΛV und ΛA. Um das zu
zeigen, dru¨cken wir die Pionen und das Sigma-Feld durch Kombinationen von Fermio-
nenfeldern aus, die dieselben Quantenzahlen wie die Mesonen tragen. Kombinationen
fermionischer Felder kann man genau dann als Bosonen auffassen, wenn diese Kombi-
nationen kommutieren, sich also eben wie bosonische Felder verhalten; daher kann man
die Mesonen als Fermionenzusta¨nde auffassen: ~pi ≡ iψ~τγ5ψ und σ ≡ ψψ. Das σ-Meson
bleibt unter ΛV mit sich selbst identisch; ~pi transformiert sich wie folgt:
~pi → ~pi + ~Θ× ~pi. (3.18)
ΛV dreht also ~pi im Isospinraum um den Winkel ~Θ.
Dagegen werden die Mesonen unter der axialen Vektortransformation ΛA wie folgt trans-
formiert:
~pi → ~pi + ~Θσ,
σ → σ − ~Θ~pi. (3.19)
Die Pionen und das σ-Meson werden demnach um den Winkel ~Θ ineinander rotiert.
Es ist anzumerken, dass der Lagrangian nur dann unter ΛV und ΛA invariant ist, wenn
die transformierten Felder mit den nicht transformierten identisch sind. Im Falle von ΛV
ist das fu¨r beide Felder nur dann der Fall, wenn allein gerade Potenzen von ~pi auftreten,
beispielsweise ~pi2. Die Potenz von σ spielt an dieser Stelle keine Rolle. Unter ΛA haben
~pi2 und σ2 folgendes Transformationsverhalten:
~pi2 → ~pi2 + 2σΘipii,
σ2 → σ2 − 2σΘipii. (3.20)
Mit sich selber identisch bleiben die Felder nur dann, wenn diese in der Form ∝ (~pi2 +
σ2)n auftreten, wobei n eine gerade Potenz ist. Der Yukawa-Kopplungsterm in Gl.
(3.17) transformiert sich wie ~pi2 + σ2. Daher bleibt der Lagrangian (3.17) unter Isopsin-
Drehungen und chiralen Transformationen invariant.




λ = 〈σ〉 und 〈pi〉 = 0. Wir entwickeln Gl. (3.17) um dieses Minimum.
Mit der neuen Feldvariablen: σ → σ−〈σ〉 ergibt sich fu¨r Gl. (3.17) unter Vernachla¨ssigung
konstanter Terme folgender Ausdruck:










2µ2σ2 − 〈σ〉σ(σ2 + ~pi2)− λ
4!
[(σ2 + ~pi2)]2. (3.21)
Wir sehen, dass die Quarks jetzt eine Masse tragen, die proportional zum Vakuumser-





Abbildung 3.2: Skizze des Potentials von Gl.(3.1) fu¨r N = 1 mit Masseterm m2 = −µ2
und expliziten Symmetriebrechungsfaktor cσ, wobei c < 0 ist. Die gestri-
chelte Linie markiert den Nulldurchgang.
Die Masse des σ-Bosons ist gleich
√
2µ, die Masse der drei Pionen ~pi verschwindet. Ei-
ne explizite Symmetriebrechung kann man erzeugen durch Hinzufu¨gung einer expliziten
Quarkmasse, der so genannten Current-Quarkmasse mc d.h. einen Term ψmcψ oder in-
dem zum Potential ein linearer Term ∝ cσ mit c < 0 hinzugefu¨gt wird. Da σ ∝ ψψ
ist, sind beide Zuga¨nge a¨quivalent. Die Gesamtquarkmasse die sich ergibt aus spontanen
und expliziten Symmetriebrechung, nennt man Konstituenten-Quarkmasse.
Um explizite Symmetriebrechung in unser Modell zu implementieren, verwenden wir
die zweite Methode und erhalten ein Potential (Siehe Abb. 2):
V (~pi, σ) =
1
2
µ2(~pi2 + σ2)− 1
4!
[(~pi2 + σ2)]2 + cσ. (3.22)
Zur Bestimmung des Minimums von Gl. (3.22) ergibt sich folgendes Gleichungssystem:
[µ2 − λ
3!
(σ2 + ~pi2)]~pi = 0, (3.23)
[µ2 − λ
3!
(σ2 + ~pi2)]σ + c = 0. (3.24)
Weil aber weder c noch σ gleich Null sein du¨rfen, folgt daraus, dass fu¨r die Pionenfelder
~pi = 0 gelten muss. Daraus ergibt sich die Minimierungsbedingung:
(µ2 − λ
3!
σ20)σ0 + c = 0. (3.25)
In der Natur besitzen die Pionen eine endliche Masse, die aber klein ist im Vergleich zu
den Nukleonen; ebenso sind die Quarkmassen viel kleiner als die relevante Skala der QCD
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ΛQCD ≈ 200MeV. Daher ist die chirale Symmetrie in der Natur nur leicht gebrochen und
man kann annehmen, dass die explizite Symmetriebrechung c klein ist, und dass σ0 nur
eine schwache Abha¨ngigkeit von c aufweist. Somit sollte σ0 ≡ σ0(c) in Potenzen von c
entwickelbar sein. Es ist nicht notwendig mit der vollen Lo¨sung der kubischen Gleichung
(3.25) zu rechnen, sondern wir entwickeln σ0 in eine Potenzreihe
∑
aici bis zur Ordnung









Fu¨r c = 0 erhalten wir wieder das Minimum ohne explizite Symmetriebrechung. Wir ent-
wickeln den Lagrangian um das Minimum σ0(c) herum, definieren eine neue Feldvariable:
σ − σ0(c)→ σ und erhalten unter Vernachla¨ssigung konstanter Terme als Ergebnis:







2 − gψi~τ~piγ5ψ − gψ
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Wie man in Gl. (3.27) erkennt, bekommen die Pionen durch die explizite Symmetrieb-


















Die Masse der Fermionen besteht aus zwei Anteilen: einmal aus 〈σ〉, der Vakuumser-
wartungswert des σ-Feldes, und einen zusa¨tzlichen Term, der rein additiv hinzukommt,
wenn die chirale Symmetrie des Lagrangian explizit gebrochen wird.
Wir werden sehen, dass sich das symmetrische und das gebrochen-symmetrische Re-
gime sich nicht a¨ußerlich gegenu¨berstehen, sondern durch Skala und bzw. oder Tempe-
ratura¨nderung in einander u¨berfu¨hrt werden ko¨nnen. Wir zeigen dies analytisch fu¨r das
NJL-Modell in Kap. 4.3.
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4 Thermische Feldtheorie
4.1 Thermische Feldtheorie fu¨r Bosonen




Dφ e−S[φ,J ]. (4.1)
Der Propagator ist definiert als die zeitgeordnete 2-Punkt-Korrelationsfunktion, d.h. die
zweite funktionale Ableitung von Z[J ] nach der a¨ußeren Quelle J , ausgewertet bei J = 0:


















Aus der Quantenstatistik ist der Ausdruck fu¨r die Zustandssumme bekannt:
Z = Tr e−βHˆ =
∫
dq 〈q| e−βHˆ |q〉 . (4.3)











Offensichtlich ist die quantenstatistische Zustandssumme (4.3) strukturell verwandt mit
dem generierenden Funktional (4.1). Die Frage ist allerdings, ob es nicht nur eine bloße
Analogie darstellt oder ob eine Wesensidentita¨t zwischen beiden herstellbar ist.
Der Faktor e−βHˆ kann als Zeitenwicklungsoperator T (t) = e−itHˆ mit dem Argument
t = −iβ aufgefasst werden. Das bedeutet man implementiert die Temperatur in eine
Quantenfeldtheorie, indem man diese in euklidische Raumzeit u¨berfu¨hrt und die ima-
gina¨ren Zeit auf die Intervallla¨nge [0, β] beschra¨nkt. Das erzeugende Funktional der
thermischen Korrelationsfunktionen hat daher die folgende Form:










Die Randbedingung des Pfadintegrals φ(x, β) = φ(x, 0) folgt aus Gl. (4.3). Der thermi-
sche Propagator hat also folgende Form:


















Im Operatorformalismus ko¨nnen wir die Periodizita¨t der bosonischen Felder in eukli-
discher Zeitrichtung wie folgt bestimmen. Dazu definieren wir den thermischen Erwar-












Mit Oˆ = T {φ(x1, 0)φ(x2,−iτ)}, dem zeitgeordneten Produkt zweier Felder ergibt sich:






































Dabei ist φ(x,−iτ) = e+βHˆφ(x, 0)e−βHˆ die Zeitevolution eines Feldes φ(x, t) fu¨r ein
komplexes Zeitargument t = −iβ. Es gilt also:
T {φ(x1, 0)φ(x2,−iτ)} = T {φ(x1,−iβ)φ(x2,−iτ)} . (4.9)
Die thermischen Propagatoren und damit die Felder φ sind also periodisch in imagina¨rer
Zeit:
φ(x, β) = φ(x, 0). (4.10)















Aus der Periodizita¨tsbedingung der Felder folgt:
ωn = 2pinT. (4.12)
Wertet man die Zustandssumme Gl.(4.1) mit der Randbedingung (4.12) aus, so kann
man aus der damit sich ergebenden Zustandssumme thermodynamische Gro¨ßen ableiten.
Thermodynamische Gro¨ßen wie Druck P , Entropie S, Teilchenanzahl Ni, Energiedichte




















































Wir illustrieren dies am Beispiel einer wechselwirkungsfreien skalaren Theorie, die durch
















Diese Wirkung transformieren wir in den Impulsraum durch obige Entwicklung (4.11)
des Feldes φ(x, τ). Mit der Realita¨tsbedingung1: φ−n(−p) = φ†n(p) und mit ω2 = p2 +m2










































1Die Realita¨tsbedingung folgt aus der Forderung, dass φ(x, τ) reelle Felder darstellen.
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Fu¨r den Logarithmus derselben erhalten wir:












Die Normierungkonstante kann weggelassen werden, da sie von keiner thermodynami-
schen Variablen abha¨ngt. Die Summe u¨ber n, die sogenannte Matsubara-Summe, diver-
giert. Um dieses Problem zu lo¨sen leiten wir logZ nach ω2 ab:
∂
∂ω2
























Der Doppelsummenausdruck hat Polstellen bei iωn = ω. Wir schreiben den Ausdruck
daher als ein Konturintegral u¨ber die komplexe Funktion f(z), welche so zu wa¨hlen ist,
dass diese dieselben Pole aufweist wie obiger Ausdruck. Dieses Konturintegral ist dann
























































Dabei stellt der erste Term die Nullpunktsenergie dar. Fu¨r den einfachsten Fall setzen
wir m = 0 und vernachla¨ssigen die Nullpunktsenergie, da diese nicht zu den thermody-
2Fu¨r Details siehe [21] und [25].
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Fu¨r die spezifische Entropie s = S/V , die Energiedichte , die spezifische Wa¨rmekapazita¨t
























4.2 Thermische Feldtheorie fu¨r Fermionen
Wir betrachten die freie Dirac-Theorie, die durch den folgenden Minkowski Lagrangian
definiert ist:
LM = ψM (i∂/M −m)ψM . (4.24)
Wir gehen analog zum bosonischen Fall wieder zu imagina¨rer Zeit u¨ber: xM,0 = −ix0.
Dadurch wird x2M,0 − ~x2 = −x20 − ~x2 = −x2.
Die Gamma-Matrizen werden in Folge dessen ebenfalls in eine euklidische Variante
u¨berfu¨hrt:
γi,E = γi,M
























Die genaue Form des Matsubara-Terms νn erhalten wir u¨ber den Erwartungswert des
thermische Propagators:




































Wegen dem antikommutierenden Charakter der fermionischen Feldoperatoren muss also
gelten:
ψ(x, 0) = −ψ(x, β). (4.29)
Damit folgt mit Gl. (4.27) fu¨r die Matsubara-Frequenzen νn:
νn = (2n+ 1)piT. (4.30)














































































































logZ beinhaltet sowohl Anteile von Teilchen als auch von Antiteilchen, dazu jeweils
eine Nullpunktsenergie von 12βω. Im Unterschied zum bosonischen Fall, haben wir einen
zusa¨tzlichen ein Faktor 2, der beru¨cksichtigt, dass jeder dieser Fermionen sich in einem
Spin-Up oder Spin-Down-Zustand befinden kann. Fu¨r m = 0 und unter Vernachla¨ssigung









Analog zum bosonsichen Fall lassen sich daraus wieder andere thermodynamischen Ob-
versablen wie z.B. die Entropie bestimmen.
4.3 Thermische Feldtheorie und Phasenu¨berga¨nge
Wir zeigen als na¨chstes fu¨r das NJL-Modell, dass die U¨berfu¨hrung des Regimes mit
gebrochener Symmetrie in das symmetrischen Regime durch die thermische Dynamik
des Systems bewerkstelligt wird. Dazu nehmen wir Gl. (3.16) und Gl. (2.2) u¨berfu¨hren
den Lagrangian in die euklidischen Raumzeit und integrieren die fermionischen Felder
aus:




















































































































































Wir errechnen daraus die effektive Wirkung Γ durch Gl. (2.7). In fu¨hrender Ordnung ist
die effektive Wirkung identisch mit der klassischen Wirkung Gl. (2.11), ausgewertet auf
den klassischen Feldern σcl und ~picl. Setzt man voraus, dass die Felder σcl und ~picl nicht
von Raum und Zeit abha¨ngen, so ist die effektive Wirkung eine extensive Gro¨ße und es








)− 4N ∫ d3p
(2pi)3
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Fu¨r m2 = NΛ
2
pi2
haben wir also ein nichttriviales Minimum im Potential. Diejenige Kopp-








Fu¨r T → ∞ ku¨rzt sich der fermionische Beitrag Gl. (4.39) heraus und U ∝ σ2cl, so dass
das Potential nur ein triviales Minimum besitzt. Daraus folgt, dass zwischen T → 0 und
T →∞ ein Phasenu¨bergang stattfinden muss.
Betrachten wir noch einmal das O(N)-Modell Gl. (3.1) mit m2 < 0. Die thermische
Sto¨rungstheorie erha¨lt fu¨r die Korrektur 1. Ordnung fu¨r die nackte Masse m2 folgenden
Beitrag [23],[25],[38]:
m2 → m2 + λ
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T 2. (4.42)
Startet man im Regime mit gebrochener Symmetrie, so wird der negative Massenterm
durch Temperaturerho¨hung notwendigerweise ein Vorzeichenwechsel erfahren. Diejeni-
ge Temperatur bei der der Massenterm verschwindet, heißt kritische Temperatur und






Wird also die chirale Symmetrie des O(N)-Modells spontan gebrochen, so wird diese
sich bei hohen Temperaturen wiederherstellen.
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5.1 Phasenu¨berga¨nge und kritische Exponenten
Die Einteilung der Phasenu¨berga¨nge erfolgt in Klassen nach der Art und Weise wie
sich die thermodynamischen Gro¨ßen am Phasenu¨bergang verhalten. Die dabei relevante
Gro¨ßen sind die Ableitungen der freien Energiedichte. Weist die n-te Ableitung der freien
Energiedichte eine Unstetigkeit auf, so redet man von einem Phasenu¨bergang n-ter Ord-
nung. Diejenige Gro¨ße, die den Unterschied zwischen den Phasen charakterisiert, heißt
Ordnungsparamter. Liegt ein Phasenu¨bergang erster Ordnung vor, so ist der Ordnungs-
paramter im Bereich des Phasenu¨bergangs unstetig. A¨ndert sich der Ordnungsparameter
am Phasenu¨bergang unter Variation eines externen Parameters der Theorie (z.B. Tem-
peratur) stetig, so redet man von einem Phasenu¨bergang zweiter Ordnung
Ein Beispiel fu¨r einen Ordnungsparameter ist die Magnetisierung eines Ferromagneten
durch ein a¨ußeres Feld H. Fu¨r Temperaturen unterhalb einer kritischen Temperatur Tc
ha¨ngt die Magnetisierung M(H) von der Vorgeschichte ab und M bekommt an der
Stelle H = 0 einen Sprung, d.h. wir haben fu¨r H = 0 zwei verschiedene Grundzusta¨nde.
Damit liegt ein spontaner Symmetriebruch vor. M(H) beschreibt dabei die bekannte
Hysteresekuve. Fu¨r T > Tc verschwindet M fu¨r H → 0 und M erfa¨hrt daher keinen
Sprung.
Ein einfaches Modell zur Beschreibung eines Ferromagneten ist bekanntlich das Ising-
Modell [39, 40]. Jeder Spin sei beschrieben durch die Spinvariable sn. Dabei kann sn zwei
mo¨gliche Werte annehmen sn = ±1. Wenn wir voraussetzen, dass nur jeweils benachbarte
Spins miteinander wechselwirken und wenn noch ein externes Magnetfeld H anliegt, so








i=1 si . (5.1)
N ist dabei die Anzahl der Spins und Jij die Austauschkopplung. Mit der Definition der
Freien Energie F :
F = −T logZ, (5.2)
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folgen die Gro¨ßen:













Dabei ist χ die Suszeptibilita¨t und C die spezifische Wa¨rme. Die genauen Ausdru¨cke
fu¨r diese Gro¨ßen interessieren uns hier nicht, wir beschra¨nken uns auf eine allgemeine
Diskussion. Fu¨r den Fall des Ising-Modells findet ein Phasenu¨begang bei T 6= 0 erst bei
d = 2 statt [41]. 1 Ein Ferromagnet hat dann die Eigenschaft unterhalb eine kritischen
Temperatur Tc spontan zu magnetisierten. Bei diesem Prozess handelt es sich um einen
Phasenu¨bergang zweiter Ordnung. Der Ordnungsparameter ist hier die Magnetisierung
M . In der Na¨he des Phasenu¨bergangs gehorchen diese Gro¨ßen einfachen Potenzgesetzen.
Die Gro¨ßen sind dann ∝ |T − Tc|#. Der jeweilige kritische Exponent # ha¨ngt dabei nur
von den Symmetrien und den ra¨umlichen Dimensionen des betrachteten physikalischen
Systems ab und nicht von den konkreten Details der Wechselwirkung. Dadurch haben
die kritischen Exponenten universellen Charakter. Die Magnetisierung M skaliert fu¨r
H = 0 nahe bei der kritischen Temperatur bei T < Tc mit dem Exponenten β:
M ∝ |T − Tc|β. (5.4)
Fu¨r T > Tc gilt mit M → 0 fu¨r die Suszeptibilita¨t:
χ ∝ (T − Tc)−γ . (5.5)
Die Korrelationsla¨nge ist ∝ √χ und skaliert in der Na¨he der kritischen Temperatur mit
ν = γ2
ξ ∝ (T − Tc)−ν . (5.6)
Die Wa¨rmekapazita¨t skaliert fu¨r H = 0 mit:
C ∝ |T − Tc|−α. (5.7)
Fu¨r H → 0 und T = Tc skaliert die Magnetisierung mit:
M ∝ H1/δ. (5.8)
1Wenn wir fu¨r die Spins beliebige Orientierungen zulassen, dann kann es nach dem Mermin-Wegner-
Theorem [42] erst in d > 2 Dimensionen einen Phasenu¨bergang geben.
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Fu¨r verschwindendes a¨ußeres Feld divergiert die Korrelationsla¨nge. Am kritischen Punkt
ist die Korrelationsla¨nge daher die einzige relevante La¨ngenskala. Das System wird folg-
lich unter Skalena¨nderung am kritischen Punkt invariant bleiben.
Diese einfache Relationen (5.4)-(5.8) gelten allerdings nur exakt fu¨r verschwindendes
a¨ußeres magnetisches Feld und die angenommenen Idealisierungen des Ising-Modells
wie z.B. die ra¨umlich isotrope Anordnung der Spins und die ra¨umlich unendlich große
Ausdehnung des Spinfeldes2. Unabha¨ngig davon a¨ndern sich die Exponenten in diesen
Relationen, wenn wir η 6= 0 zulassen.
Kann man die Gro¨ße des a¨ußeren Feldes nicht mehr vernachla¨ssigen, so werden die
Abweichungen durch Korrekturterme beschrieben. Das gleiche gilt, wenn das zu be-
trachtende Modell in ein endliches Volumen gesetzt wird. Auf Grund der Universalita¨t
wird es mo¨glich sein sogenannte Scaling-Funktionen zu definieren; temperaturabha¨ngige
Funktionen die trotz verschiedener Parameter fu¨r H (mit H → 0) u¨bereinstimmen. Glei-
chermaßen finden wir solche Funktionen in Falle endlichen Volumens fu¨r unterschiedliche
Werte fu¨r H und L.
5.2 Scaling-Funktionen in unendlichem Volumen
Mit f = FV T definieren wir die freie Energiedichte. Diese kann zerlegt werden in einen
singula¨ren Teil und einen regula¨ren Teil.
f = fs(T,H, V ) + fr(T, V ). (5.9)
Der singula¨re Anteil ist verantwortlich fu¨r das kritische Verhalten im Grenzfall V →∞.
Betrachtet man das System am kritischen Punkt, so bleibt fs unter Reskalierung der
La¨nge des Systems um den Faktor l invariant3 und wir schreiben fs wie folgt:
fs(t, h) = l
−dfs(lytt, lyhh), (5.10)










3Fu¨hrt man am kritischen Punkt z.B. beim Ising-Modell eine Blockspin-Transformation durch, so bleibt
das Aussehen des blockspintranformierten Spinfeldes identisch. Man spricht von Skalen-Invarianz,
Details siehe [35].
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Damit ist l ein frei zu wa¨hlender Skalen-Faktor, welcher so gewa¨hlt werden kann, dass






















= h1/δfM (z). (5.13)
Dabei ist die Scaling-Variable z wie folgt definiert:
z = t/h1/βδ. (5.14)
fM (z) ist die Scaling-Funktion der Magnetisierung und hat die Eigenschaften, dass gilt
fM (0) = 1 und fM (z) → (−z)β fu¨r z → ∞. Damit ergibt sich fu¨r die Magnetisierung
fu¨r die Grenzfa¨lle t→ 0 und h→ 0 folgendes Verhalten:
M(T, 0) = (−t)β,
M(0, H) = h1/δ. (5.15)
Diese Scaling-Funktion fM (z) kann auch noch folgendermaßen dargestellt werden:

















4Die Exponenten β, δ usw. sind deswegen nicht alle unabha¨ngig von einander, weil diese allesamt durch
die Exponenten yt und yh bestimmt sind. Die kritischen Exponenten sind daher verknu¨pft u¨ber
Exponenten-Relationen.
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Es gelten die Randbedingungen: f(0) = 1 und f(−1) = 0.

















Fu¨r x → ∞ konvergiert die Reihe in Gl. (5.18) gegen Null, so dass fu¨r x  1 gelten
sollte:
y ≈ a1xγ . (5.19)
Wir werden in Kap. 7.5 sehen, dass man basierend auf dieser Entwicklung na¨herungsweise
den kritischen Exponenten γ bestimmen kann.


















5.3 Scaling-Funktionen in endlichem Volumen
Fu¨r ein endliches Volumen V = L3 ist der singula¨re Anteil6 der freien Energiedichte
durch folgenden Ausdruck gegeben:
fs(t, h, L) = l
−dfs(lytt, lyhh, L/l). (5.22)
Wa¨hlt man fu¨r L/l = l0 = const, so folgt fu¨r fs
fs = L
−dQ0(KttL1/ν ,KhhLβδ/ν), (5.23)
mit den Konstanten Kt = l
−1/ν+d
0 und Kh = l
−βδ/ν+d




= L−β/νQ˜(KttL1/ν ,KhhLβδ/ν). (5.24)
5Details siehe [43]. Fu¨r kleine x eignet sich der pha¨nomenologische Ansatz: y(x) = c1(1 + x)
γ .
6Im endlichen Volumen ist der singula¨re Anteil der freien Energiedichte streng genommen nicht mehr
singula¨r, sondern hat am (Pseudo)-Phasenu¨bergang ein Maximum.
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Wir reskalieren die Funktion Q˜ so, dass sie eine Funktion von z und h˜ = hLβδ/ν ist. Wenn
z auf einen bestimmten Wert fixiert wird, wie z.B. z = 0, so kann h˜ als Scaling-Variable
verwendet werden. Damit ergibt sich die Scaling-Funktion des Ordnungsparamters fu¨r
endliches Volumen:
QM (z, h˜) = M(t, h, L)L
β/ν . (5.25)
Die Scaling-Funktion fu¨r die Suszeptibilita¨t lautet dann:
∂
∂H






























M (z, h˜) ≡ Qχ(z, h˜).
Fu¨r L → ∞ mu¨ssen sich die Scaling-Funktionen fu¨r das endliche Volumen, denen fu¨r
das unendliche Volumen anna¨hern. Es muss also gelten:
lim
L→∞






= h1/δfM (z), (5.27)
lim
L→∞














Damit wird das kritische Verhalten der Theorie im endlichen Volumen durch die kriti-
schen Exponenten des Grenzfalles unendlichen Volumens bestimmt.
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6 O(N)-Modell
6.1 Flussgleichungen fu¨r das symmetrische und
gebrochen-symmetrische Regime












Dabei ist ρ = 12φ
iφi und p









2. Fu¨r die Auswertung
der Flussgleichung mit dieser Wirkung beno¨tigen wir die zweite funktionale Ableitung












p− p′)) . (6.2)
Wir entwickeln dabei das Feld φi um ein konstantes Hintergrundfeld φδi1: φi = φδi1 + φ˜i.

























Um Temperatureffekte zu studieren, ersetzen wir in Gl. (6.3) die Integration u¨ber p0
durch die Summation u¨ber die Matsubara-Moden p0 = ωn = 2pinT . Wir verwenden in
Folge dessen folgenden d− 1 dimensionalen Regulator [44]:
Rk =
(




′) diagonal ist, kann es problemlos invertiert werden. Wir erhalten also mit



































































(N − 1) 1√
k2 +M2pi
























, i ∈ (pi, σ). (6.6)
Wir wa¨hlen fu¨r das symmetrische Regime folgenden Ansatz:






Wir erhalten fu¨r m2k und λk Differentialgleichungen, indem wir Gl. (6.7) in Gl. (6.5)
einsetzen und die rechte Seite der Gleichung bis zur Ordnung ρ2 um das Minimum vom
Uk,sym entwickeln. Danach fu¨hren wir einen Koeffiientenvergleich durch und erhalten fu¨r

















Im symmetrischen Regime haben alle Propagatoren einen Massenterm. Fu¨r das gebrochen-
symmetrische Regime wa¨hlen wir folgenden Ansatz:
Uk,br = U0,k +
λ
3!
(ρ− ρ0,k)2 . (6.9)
Mit dem skalenabha¨ngigen nicht trivialen Potential-Minimum ρ0,k. Wir erhalten folgende




























































Abbildung 6.1: (a): Ordnungsparameter ρ0,k in Abha¨ngigkeit der Skala bei T = 0, (b):
Kopplung λk in Abha¨ngigkeit von der Skala k bei T = 0.
Wir sehen, dass wir im Falle des gebrochen-symmetrischen Regime N − 1 masselose
Propagatoren bekommen. Diese sind die Gloldstone-Bosonen, die man in der QCD als
Pionen bezeichnet.
Aus den Flussgleichungen la¨ßt sich noch der skalenabha¨ngige thermodynamische Druck







erhalten wir einen Ausdruck fu¨r den Druck beider Regime des Bosonengases (analog ist
es beim Quark-Meson-Modell).
6.2 Numerische Lo¨sungen des O(N)-Modells bei endlicher
Temperatur
Im Folgenden setzen wir N = 4. Die vollsta¨ndigen Lo¨sungen1 der obigen Flussglei-
chungen (6.5) fu¨r das symmetrische und gebrochen-symmetrische Regime bei endlicher
Temperatur werden numerisch gelo¨st.
1Wir betrachteten oben nur die Grenzfa¨lle T → 0. Analytisch ist der Large-N Limes: N → ∞ fu¨r














































Abbildung 6.2: (a): ρ0,k in Abha¨ngigkeit von k, (b): λ in Abha¨ngigkeit von k.
Zuna¨chst mu¨ssen Startparameter fu¨r die Differentialgleichungen gefunden werden. Die
Startparamter sind die Funktionswerte von ρ0,k und λk am UV-Cutoff Λ. Wir schauen
uns das Regime mit gebrochener Symmetrie fu¨r den Fall T = 0 an und bestimmen die
Werte fu¨r die Kopplung λ und ρ0,k am UV-Cutoff so, dass am IR-Cutoff die physikalische
Pionenzerfallskonstante fpi =
√
2ρ0,k von 93.0 MeV und die Pionenmasse von 138 MeV
gegeben ist, siehe Abb. 6.1. Der Druck am Cutoff ist gleich Null gesetzt. Dabei ist der
UV-Cutoff so einzustellen, dass 2piTΛ  1 gilt (Begru¨ndung siehe Kap. 7.3). Der UV-
Cutoff ist wie folgt gewa¨hlt Λ = 10 GeV. Fu¨r den IR-Cutoff wa¨hlen wir k = kmin = 10
−3
GeV.
Mit diesen gefundenen Startparametern am UV-Cutoff werden die Differentialglei-
chungen fu¨r das Regime mit gebrochener Symmetrie fu¨r verschiedene vorgegebene Tem-
peraturen gelo¨st. Die Resultate fu¨r die Gro¨ßen ρ0,k und die φ
4-Kopplung λk sind in
Abb. 6.2 gegeben. In Abb. 6.2a sieht man, dass ρ0,k ab einer bestimmten Temperatur
ein Vorzeichenwechsel auf einer bestimmten Skala k = kSB erfa¨hrt. Diese kSB sind fu¨r
jede Temperatur T > Tc zu bestimmen und ab dort startet das Regime mit wieder-
hergestellter O(N) Symmetrie. Das bedeutet, dass ab einer bestimmten Skala mit dem
Vorzeichenwechsel des Ordnungsparameters ein Regimewechsel stattfindet. Damit liefert
k = kSB die Anschlussbedingungen fu¨r das symmetrische Regime.





Pbr(kSB) = Psym(kSB). (6.12)
Bleibt ein Vorzeichenwechsel beim Ordnungsparameter bei bestimmten Temperaturen


















Abbildung 6.3: ρ0,k in Abha¨ngigkeit von T fu¨r k = kmin.
bei der der Ordnungsparameter fu¨r k → 0 identisch Null ist, heißt kritische Temperatur
Tc, siehe Abb. (6.3). Wir finden folgende kritische Temperatur:
Tc = 0.1510097731947240 GeV. (6.13)
Dabei betra¨gt an der Stelle T = Tc ρ0,k
∣∣
k=kmin→0
≈ O(10−12)GeV2. Wie oben schon
erwa¨hnt, zeichnet sich das Regime mit gebrochener Symmetrie durch die Existenz von
N − 1 masselosen Goldstone-Bosonen aus, die ab T = Tc massiv werden.
Dabei sind uns die Massen gegeben durch:






) |ρ=ρ0,k . (6.15)











Die Massen aufgetragen u¨ber der Temperatur findet man in Abb. 6.4a. Wie zu erwar-
ten, sind die Pionenmassen im Regime mit gebrochener Symmetrie fu¨r alle T < Tc gleich
Null. Mσ,br und mk verschwinden bei der kritischen Temperatur. Man sieht, dass der




































Abbildung 6.4: (a): M in Abha¨ngigkeit von T , (b): mk, M0 und M1 in Abha¨ngigkeit von
T .
so reproduziert sich die 1-Loop-Korrektur der Sto¨rungstheorie und der Massenterm wird
proportional zur T . Die Wurzelabha¨ngigkeit kann analytisch bestimmt werden. Wir













4pi2n2T 2 + k2 + U ′k
+
1






Fu¨r große Temperaturen tra¨gt effektiv nur die Nullmode der Matsubara-Summe (n = 0)
zur Flussgleichung bei, da die Propagatoren auf Grund der Temperatur immer schwerer
werden und folglich Moden mit n 6= 0 vernachla¨ssigt werden ko¨nnen. Fu¨r die Differenti-














Tf(k) ∝ c1T 1/2k1/2SB = M0. (6.20)
Das Ergebnis dieser Abscha¨tzung sieht man in Abbildung 6.4b. Aus dieser geht hervor,
dass es bei dieser Abscha¨tzung nicht genu¨gt nur die Matsubara-Nullmode zu betrachten.



















Abbildung 6.5: m2k und ρ0,k in Abha¨ngigkeit von k fu¨r die angegebenen Temperaturen.
wir voraussetzen, dass x =
k2+m2k
4pi2T 2
 1 gilt, so erhalten wir bei einer Entwicklung bis zur
Ordnung O(x) fu¨r mk folgende Abscha¨tzung:
mk ≈ c1T 1/2k1/2SB + c2T−3/2k5/2SB + c3T−5/2k7/2SB ≡M1 (6.21)
Die ci sind Fitkoeffizienten. M1 approximiert mk zweifellos besser als M0, siehe Abb.
6.4b.







fu¨r das Gesamtsystems in Abha¨ngigkeit der Skala fu¨r einige ausgewa¨hlte Temperaturen
zeigt Abb. 6.5. Wir sehen, dass der Regimewechsel bei um so gro¨ßeren Skalen einsetzt
je ho¨her die betrachtete Temperatur ist; und um so gro¨ßer ist der Wert fu¨r m2k am
IR-Cutoff. Daher ist die Wahl fu¨r f(k) =
√
kSB in Gl. (6.20) gerechtfertigt.
Fu¨r die Bestimmung des thermodynamischen Drucks bei endlicher Temperatur, a¨ndern





































Abbildung 6.6: P/T 4 in Abha¨ngigkeit von T .
Offensichtlich ist diese Umformulierung sinnvoll, da der T = 0-Anteil um Gro¨ßenordnungen
gro¨ßer ist, als die durch die Temperatur erzeugte Dynamik des Druckes. Die Tempe-
raturabha¨ngigkeit des thermodynamischen Druckes ließe sich nicht auflo¨sen mit dem
temperaturunabha¨ngigen Anteil desselben. Den Verlauf von P
T 4
in Abha¨ngigkeit von T
zeigt Abb. 6.6. Fu¨r T → 0 ist die Dynamik des Bosonengases durch die drei Goldstone-











Diese Verhalten ist auf die geringe Sta¨rke der Wechselwirkungen der Goldstone-Bosonen
untereinander zuru¨ckzufu¨hren. Mit zunehmender Temperatur wa¨chst P
T 4
und erreicht




= 0.38378 bei einer Temperatur von T = 157.52 MeV. P
T 4
wa¨chst mit zunehmender Temperatur daher, weil die Masse des Sigma-Bosons Mσ,br
mit zunehmender Temperatur sinkt. Beim Phasenu¨bergang beobachtet man nicht das











Die Abweichung hat ihre Ursache darin, dass in der Na¨he Phasenu¨bergangs, die Bosonen
stark wechselwirken. Ist das Maximum erreicht so nimmt die Gro¨ße von P
T 4
ab. Das liegt
wiederum daran, da die Bosonen im symmetrischen Regime mit zunehmender Tempera-






























Abbildung 6.7: (a): log(fpi) in Abha¨ngigkeit von log(T−Tc), (b): log(mk) in Abha¨ngigkeit
von log(T − Tc).
Phase existiert, ist zu erwarten dass der Druck fu¨r T → ∞ verschwindet. Wir betrach-
ten das sto¨rungstheoretische Ergebnis fu¨r die dynamische Erzeugung einer thermischen
Masse:
m2 → m2 + δm2 = m2 + λ
24
T 2. (6.26)
Mit T → ∞ erwarten wir daher, dass Mpi,sym = Mσ,sym → ∞ wenn T → ∞. Daraus
folgt, dass P
T 4
gegen Null konvergieren sollte, wenn man T →∞ betrachtet.
Im folgenden bestimmen wir kritische Exponenten des O(4)-Modells. In Kap. (5.1)
wurde diskutiert, dass nahe der kritischen Temperatur die Obversablen einfachen Po-
tenzgesetzen gehorchen. Die Exponenten dieser Potenzgesetze sind die kritischen Expo-
nenten. Wir bestimmen diese aus den folgenden Relationen:
fpi = aβ · (T − Tc)β,
m = aν · (T − Tc)ν ,
χ = aγ · (T − Tc)−γ . (6.27)
Dabei sind diese Gro¨ßen zu betrachten fu¨r k → 0 und bei Temperaturen fu¨r die |T−Tc|Tc 
1 gilt. Die Pionenzerfallskonstante ist zu betrachten fu¨r Temperaturen T < Tc, der Mas-
senterm des symmetrischen Regimes und die Suszeptibilita¨t fu¨r Temperaturen T > Tc.
Wir bestimmen die Exponenten und die Koeffizienten ai in dem wir auf beiden Sei-
ten der Gleichungen 6.27 den Logarithmus bilden und wir definieren log(ai) → ai. Wir
erwarten ein lineares Verhalten. Der jeweilige kritische Exponent ist dann der Anstieg
der Gerade. Der Koeffizient ai ist der jeweilige Offset beim Nulldurchgang. Die Resul-
tate fu¨r Gl.(6.27 a-b) sind dargestellt in Abb. 6.7. In Tab. 6.1 sind die numerischen
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aβ β aν ν aγ γ
0.133408 0.398306 −0.991584 0.791301 1.98317 1.5826
Tabelle 6.1: kritische Exponenten und dazugeho¨rige Koeffizienten. Vergleiche z.B. mit
[11, 45].
Werte fu¨r die Koeffizienten und die kritischen Exponenten angegeben. Es gelten in drei




= ν = 2 · β. (6.28)
Dass γ2 = ν exakt gilt, liegt daran weil die dazugeho¨rigen Gro¨ßen keine voneinander
unabha¨ngigen Obversablen beschreiben. Eine bessere U¨bereinstimmung zwischen ν/2
und β sollte man erreichen, in dem man einen Potentialansatz wa¨hlt, indem noch ho¨here
Selbstwechselwirkungsterme ∝ φ6, ∝ φ8,..., zugelassen werden. Das soll hier allerdings
nicht durchgefu¨hrt werden.
6.3 Gu¨ltigkeitsgrenzen des O(N)-Modells
Wir untersuchen die Gu¨ltigkeitsgrenzen fu¨r das O(4)-Modell. Wir werden sehen, dass die
Vierpunkt-Kopplung im Bereich mit gebrochener Symmetrie fu¨r k → 0 verschwindet,
siehe Abb. 6.8. Dazu schauen wir uns die Matsubara-Nullmode der entsprechenden Fluss-













+O (k2/T 2) = C0 k
T
. (6.30)
Fu¨r k → 0 verschwindet die Kopplung λk. Wegen Gl. (6.30) folgt daraus, dass die Masse
des Sigma-Bosons im IR verschwindet, d.h. im Regime mit gebrochener Symmetrie wu¨rde
gelten: Mpi = Mσ = 0. Die Massen des Sigma-Mesons und der Goldstone-Bosonen wa¨ren
entartet. Wir ha¨tten damit vier masselose Teilchen.
Wir haben unserer Ausgangswirkung folgende Vereinfachung zu Grunde gelegt: es
wurde von einer mo¨glichen Skalen- und Impulsabha¨ngigkeit der Wellenfunktionrenor-
mierung Zφ,p,k abgesehen, d.h. Zφ,p,k=1. Unsere Wirkung aus Gl. (6.1) mu¨ßte also wie



























Wir erwarten, dass eine Beru¨cksichtigung der vollen Impulsabha¨ngigkeit verhindert, dass
die Kopplung fu¨r k → 0 verschwindet. Das soll an dieser hier nicht gezeigt werden.
Die Matsubara-Nullmode von Gl. (6.18) kann fu¨r das gebrochene Regime mit λkT =
λk,3D als ein temperaturloses O(4)-Modell in drei Dimensionen angesehen werden. Fu¨r












Die Konstante C0 wird damit mit dem nicht-trivialen dimensionslosen Fixpunkt λ
∗
des
O(4)-Modells in drei Dimensionen identifiziert. Der numerische Wert dieses Fixpunktes
ist abha¨ngig von der Form des verwendeten Regulators.
Fu¨r k → 0 und T < Tc erhalten wir fu¨r (6.30) den Anstieg aus Abb. 6.8b:
C0 = 29.61. (6.33)
Fu¨r ein temperaturabha¨ngiges O(4)-Modell in drei Dimensionen (d.h. mit einem d = 2-
Regulator) erhalten wir fu¨r den Fluss der dimensionslosen Kopplung:












Einen Fixpunkt erreicht der Fluss bekanntlich, wenn ∂kλk = 0 ist. Die aus dieser Bedin-
gung folgende Gleichung kann im Large-N -Limes analytisch gelo¨st werden. Wir erhalten






Die relative Abweichung von λ
∗
zu C0 betra¨gt ≈ 18 %. Die Abweichung ist versta¨ndlich,
da ein Large-N -Limes hier nicht vorliegt.
Damit werden wir die Diskussion des O(4)-Modells schließen. Im folgenden betrach-
ten wir das Quark-Meson-Modell. Wir erhalten das Quark-Meson-Modell formal aus
dem O(4)-Modell durch Hinzufu¨gen fermionische Anteile: einen kinetischen und einen
Wechselwirkungsterm, in dem die bosonischen und fermionischen Freiheitsgrade u¨ber
die Yukawa-Kopplung verknu¨pft sind. Das Quark-Meson-Modell entspricht dem boso-
nisierten NJL-Modell, das wir temperaturunabha¨ngig hinsichtlich Symmetriebrechung
bereits im Kap. 3 untersucht haben. Wir lassen allerdings im Unterschied dazu auch
ho¨here Selbstwechselwirkungsterme der Bosonen ∝ φ6, ∝ φ8 ,...zu. Anders als im Kap.
(6.1), werden wir eine explizite Symmetriebrechung hinzufu¨gen, so dass wir statt zweier
Potentialansa¨tze fu¨r das symmetrische und gebrochen symmetrische Regime, denselben
Satz an Flussgleichungen verwenden ko¨nnen. In denjenigen Bereichen in denen der Ein-
fluss der Fermionen auf die Flussdynamik gering ist, sollten Ergebnisse des O(4)-Modells
reproduzierbar sein.
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7.1 Flussgleichung fu¨r das Quark-Meson-Modell in
unendlichem Volumen





















Dabei ist ~φ = (~pi, σ) das bosonische Feld mit 4 Komponenten, h die Yukawa-Kopplung
und die Matrix Mα,β
Mα,β = (σ + iγ5~τ · ~pi)1α,β. (7.2)















k2 − ~p2)1Colorab δ(p− p′) = ~p/rk1Colorab δ(p− p′). (7.4)
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+ ΨTa,α(−p)1colorab RTk,abΨTb,β(−p)1flavorα,β . (7.8)
Fu¨r die Auswertung der Flussgleichung beno¨tigen wir die zweite funktionale Ableitung























((p2 + U′k)δij + 2ρU
′′
k δi1δj1)δ(p− p′) 0 0
0 0 1
2
(p/T + RTk (p) + hM
T (p− p′))δ(p− p′)
0 1
2
(p/ + Rk(p) + hM(p− p′))δ(p− p′) 0
.
(7.10)





 0 12(p/T +RTk (p) + hMT (p− p′))δ(p− p′)
1
2(p/+Rk(p) + hM(p− p′))δ(p− p′) 0
.
(7.11)
1Der bosonische Anteil wurde bereits im Kap. 6.1 gerechnet, dieser wurde in Gl. (7.14) eingesetzt.
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hM + γ0p0 + ~p/(1 + rk)
)






















δ(p− p′)Θ(k2 − ~p 2). (7.12)




















Mit dem Ausdruck der Quarkmasse M2Q = h
2~φ2 = 2h2ρ0,k erhalten wir die Flussglei-



























7 Quark-Meson-Modell in unendlichem Volumen
7.2 Numerische Lo¨sungen






(ρ− ρ0,k)n + cσ. (7.15)
Dabei sind m2k = ak,1 und
λk
3 = ak,2. Nmax bezeichnet die sogenannte Trunkierungsord-






















Aus Gl. (7.15) folgt, dass die Kopplung ak,1, der Symmetriebrechungsfaktor c und dass
Minimum ρ0,k wie folgt verknu¨pft sind:

















Daraus wird ersichtlich, dass in die Flussgleichung der Kopplung ak,n der Fluss der
Kopplung ak,n+1 hineinwirkt, d.h. ∂tak,n = f(ak,n, ak,n+1). Wenn wir die Entwicklung
in Gl. (7.14) bei Nmax = 2 abbrechen und den Grenzfall T → 0 betrachten erhalten wir






































Analog wie beimO(N)-Modell werden am UV-Cutoff Λ die Startparameter der Variablen
ρ0,k und λk so festgelegt, dass sich bei T = 0 fu¨r k → 0 die physikalischen Werte fu¨r
die Pionenmasse und die Pionenzerfallskonstante ergeben. Die Startwerte fu¨r den Druck
und alle weiteren Kopplungen ak,n>2 werden im UV-Cutoff Λ gleich Null gesetzt. Die
Werte fu¨r den UV- und IR-Cutoff sind gewa¨hlt worden wie in Kap. 6.
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Abbildung 7.1: (a): Ordnungsparameter ρ0,k in Abha¨ngigkeit der Skala bei T = 0, (b):
Kopplung λk in Abha¨ngigkeit von der Skala k bei T = 0.






ρ2 + cσ. (7.20)
Wir starten im UV im symmetrischen Regime und zu fragen ist, wo das Minimum von





2 + cRσR. (7.21)
















Mit ρ = 12σ
2











 und λ˜UV sind nun so einzustellen, dass wir bei einem bestimmten expliziten Symme-
triebrechungsfaktor, c = cphy, fu¨r die Pionenzerfallskonstante fpi = 93 MeV und fu¨r
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Tabelle 7.1: pseudokritische Temperatur Tp in Abha¨ngigkeit der Mpi[T = 0].
die Pionenmasse Mpi = 138 MeV erhalten. Der Symmetriebrechungsfaktor bestimmt die






Abb. 7.1 zeigt die Lo¨sung des Ordnungsparamters ρ0,k und der Kopplung λk fu¨r den
Grenzfall T → 0 und einem Potential mit Nmax = 2 in Abha¨ngigkeit der Skala. Dabei
wurden die Parameter so eingestellt, dass wir fu¨r die Pionenmasse einen Wert von 138
MeV und fu¨r die Pionzerfallskonstante einen Wert von 93 MeV erhalten. Wir sehen, dass
bis zu einer bestimmten Skala, der Ordnungsparamter na¨herungsweise Null ist. Diejenige
Skala ab der sich das a¨ndert heißt Symmetriebrechungsskala k = kSB. Wie man auch
an der Kopplung sieht, macht sich der U¨bergang zum symmetrischen Regime auch bei
der Kopplung bemerkbar. Im Unterschied zum O(N)-Modell starten wir im symmetri-
schen Regime und erfahren bereits einen Regimewechsel bei T = 0. Im IR ist also die
chirale Symmetrie gebrochen. Wenn wir die Temperatur einschalten, so stellt man fest,
dass ρ
0,k
∣∣k=kmin kleiner wird: bis ab der kritischen Temperatur Tc die chirale Symmetrie
wiederhergestellt ist. Jedoch stellen wir fest, dass es fu¨r Temperaturen oberhalb von
Tc Skalenbereiche gibt in denen die chirale Symmetrie gebrochen bleibt. Diese Bereiche
verschwinden allerdings ab T˜c ≈ 178 MeV, so dass wir aber dieser Temperatur auf allen
Skalen einen verschwindenden Wert fu¨r ρ0,k finden (Abb. 7.2a). Dieses Verhalten ver-
schwindet allerdings, wenn wir den Ordnungsparameter fu¨r verschiedene Temperaturen
bei großen Pionenmassen Mpi[T = 0] betrachten (Abb.7.2b).
Die zweite
”
kritische Temperatur“ macht sich fu¨r kleine Pionenmassen Mpi[T = 0]
durch einen Knick in den Bosonenmassen und durch ein scharfes Maximum im Druck
bemerkbar, siehe Abb. 7.3a und 7.4. Fu¨r gro¨ßer werdende Pionenmassen verschwindet
der Knick und das Maximum ist weniger scharf ausgepra¨gt.
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T = 10 MeV
T = 50 MeV
T = 100 MeV
T = 140 MeV
T = 158 MeV
T = 170 MeV

















T = 10 MeV
T = 50 MeV
T = 100 MeV
T = 140 MeV
T = 158 MeV
T = 170 MeV
T = 175 MeV
T = 200 MeV
T = 220 MeV
(b)
Abbildung 7.2: (a): Ordnungsparameter ρ0,k in Abha¨ngigkeit der Skala fu¨r verschiede-
ne Temperaturen, Symmetriebrechungsfaktor wurde so eingestellt, dass
Mpi = 1 MeV, (b): Ordnungsparameter ρ0,k in Abha¨ngigkeit der Ska-
la fu¨r verschiedene Temperaturen, Symmetriebrechungsfaktor wurde so
eingestellt, dass Mpi = 138 MeV.
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Wie sich das System verha¨lt, ha¨ngt entscheidend von der Gro¨ße der expliziten Sym-
metriebrechung ab: Je gro¨ßer die explizite Symmetriebrechung wird, d.h. je gro¨ßer die
Masse der Pionen bei T = 0, um so weniger kann man von einem Phasenu¨bergang
zweiter Ordnung sprechen, bei dem der Ordnungsparamter bei k = kmin bei der kri-
tischen Temperatur schlagartig auf Null fa¨llt. Streng genommen kann man nur dann
von einem Phasenu¨bergang zweiter Ordnung reden, wenn Mpi(T = 0) → 0. In diesem
Fall wird die σ-Suszeptibilita¨t χσ =
1
M2σ
bei T = Tc singula¨r. Bei endlicher Symme-
triebrechung ist die kritische Temperatur definiert durch das Maximum von χσ. Fu¨r
endliche Symmetriebrechung bezeichnet man die kritische Temperatur auch als pseu-
dokritische Temperatur Tp. Tab. 6.1 gibt Tp fu¨r verschiedene Pionenmassen bei T = 0
an. Wird dann die explizite Symmetriebrechung immer gro¨ßer, so hat man es mit einem
Crossover-U¨bergang zu tun, bei dem der Ordnungsparamter sich asymptotisch der Null
na¨hert bei Erho¨hung der Temperatur (Abb. 7.3b). Ein analoges Verhalten beobachten
wir fu¨r die Symmetriebrechungsskala kSB: Wa¨hrend der U¨bergang zum symmetrischen
Regime bei Mpi(T = 0)→ 0 bei einer scharfen Skala stattfindet, so na¨hert sich dass Sys-
tem beim Crossover-U¨bergang nur asymptotisch dem symmetrischen Regime, siehe Abb.
7.2b. Dass die pseudokritische Temperatur ansteigt mit ansteigender expliziter Sym-
metriebrechung liegt darin begru¨ndet, dass schwerere Teilchen weniger leicht anregbar
sind als leichte. Daher findet der (Crossover)-Phasenu¨bergang bei ho¨heren Temperaturen
statt.
Die Werte fu¨r die Pionen- bzw. Sigma-Massen erha¨lt man in dem man die entspre-














Ist die chirale Symmetrie gebrochen, so bekommen die Fermionen eine Masse und die
Pionen werden (von der expliziten Symmetriebrechung abgesehen) masselos. Fu¨r k < kSB
wird der Einfluss der Fermionen, auf Grund zunehmender Fermionenmasse zunehmend
kleiner, so dass die Dynamik des Flusses zunehmend, ab k  T vollsta¨ndig durch die
Bosonen bestimmt ist. Das hat seine Ursache in der nicht vorhandenen Matsubara-
Nullmode der Fermionen. Dieses Verhalten stellt man auch beim Druck fest (Abb.
7.3a). Fu¨r k  T dominiert der bosonische Sektor und fu¨r kleine Pionenmasse betra¨gt
P
T 4
≈ 0.33 fu¨r T → 0, analog wie bei O(N)-Modell; steigt dagegen die Pionenmasse,


























Mpi = 1 MeV
Mpi = 14 MeV
Mpi = 28 MeV
Mpi = 70 MeV



















Mpi = 1 MeV
Mpi = 2.5 MeV
Mpi = 5.6 MeV
Mpi = 12.5 MeV
Mpi = 28 MeV
Mpi = 62 MeV
Mpi = 138 MeV
(b)
Abbildung 7.3: (a): Druck P
T 4
ausgewertet bei k = kmin in Abha¨ngigkeit der Temperatur
fu¨r verschiedene Pionenmassen Mpi[T = 0], (b): Pionenzerfallskonstante
fpi ausgewertet bei k = kmin in Abha¨ngigkeit der Temperatur fu¨r ver-
schiedene Pionenmassen Mpi[T = 0].
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Mit zunehmender Temperatur steigt der Druck, auf Grund der kleiner werdenden
Fermionenmasse bis dieser bei der
”
zweiten“ kritischen Temperatur T˜c bei c → 0 ein
Maximalwert von P
T 4
≈ 2.585 erreicht und sich dann unabha¨ngig von der Gro¨ße der ex-
pliziten Symmetriebrechung asymptotisch dem fermionischen Stefan-Boltzmann-Limes
na¨hert. Dabei liegen die Druckkurven gro¨ßerer expliziter Symmetriebrechung unter de-
nen mit kleinerer. Je sta¨rker die chirale Symmetrie gebrochen ist, um so massiver die
Teilchen und um so kleiner deren Druckbeitrag bei gleicher Temperatur.
Fu¨r T > Tc ist die Thermodynamik des Druckes tendenziell ausschließlich durch die
Fermionen bestimmt, da der Druck der bosonischen Freiheitsgrade fu¨r T → ∞ ver-






















Bei T = Tc haben wir fu¨r c → 0 vier masselose Bosonen und 4NfNc = 24 masselo-
se Fermionen. Wa¨re beim Phasenu¨bergang die Wechselwirkung zwischen den Teilchen
schwach oder nicht vorhanden und wa¨re die explizite Symmetriebrechung tatsa¨chlich
Null, so wa¨re fu¨r P
T 4













Da die Druckkurve bei T = 300 MeV erst den Wert ≈ 2.4 erreicht, bedeutet dass die
bosonischen Freiheitsgrade noch signifikant zum thermodynamischen Druck beitragen.
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Mpi = 1 MeV
Mpi = 2.5 MeV
Mpi = 5.6 MeV
Mpi = 12.5 MeV
Mpi = 28 MeV
Mpi = 62 MeV

















Mpi = 1 MeV
Mpi = 2.5 MeV
Mpi = 5.6 MeV
Mpi = 12.5 MeV
Mpi = 28 MeV
Mpi = 62 MeV
Mpi = 138 MeV
(b)
Abbildung 7.4: (a): Sigmamasse Mσ ausgewertet bei k = kmin in Abha¨ngigkeit der Tem-
peratur fu¨r verschiedene Pionenmassen Mpi[T = 0], (b): Pionenmase Mpi
ausgewertet bei k = kmin in Abha¨ngigkeit der Temperatur fu¨r verschie-
dene Pionenmassen Mpi[T = 0].
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Λ = 1 GeV
Λ = 2 GeV
Λ = 3 GeV
Λ = 10 GeV
Abbildung 7.5: P
T 4
in Abha¨ngigkeit von T fu¨r verschiedene Λ bei Mpi(T = 0) ≈ 1 MeV.
7.3 Cutoff-Effekte
In diesem Abschnitt soll begru¨ndet werden, warum der UV-Cutoff Λ derart gewa¨hlt wer-
den sollte, dass 2piTΛ  1 gelte; daru¨ber hinaus wird gezeigt, welche Auswirkungen es hat,
wenn diese Forderung nicht eingelo¨st wird. Grundsa¨tzlich ha¨ngen die Ergebnisse von der
Wahl des UV-Cutoffs Λ ab. Jedoch ist der Einfluss des UV-Cutoffs zu vernachla¨ssigen,
solange die Temperatur klein bleibt im Vergleich zu Λ.
Je ho¨her die Temperaturen werden, um so mehr ru¨ckt das Intervall der imagina¨rer
Zeitachse zusammen und die Teilchen spu¨ren zunehmend den Rand des Zeitintervalls.
Abb. 7.5 zeigt den Druck bei Mpi = 1 MeV fu¨r verschiedene Λ. Fu¨r Λ = 3 GeV und
Λ = 10 GeV ist nur ein kleiner Unterschied bei großen Temperaturen zu erkennen. Ab-
weichungen machen sich bemerkbar ab dem Bereich in dem gilt: 2piTΛ ≈ 1. Wa¨hlt man
einen noch kleineren Cutoff so erscheint der Druck ab Temperaturen, fu¨r die gilt 2piTΛ ≥ 1,
deutlich kleiner als im Falle gro¨ßeren Cutoffs 2 . Unsere Teilchen haben in diesem Be-
reich Impulse, deren Gro¨ße in der Gro¨ßenordnung derer liegt, die durch den UV-Cutoff
Λ abgeschnitten werden sollen.
Was fu¨r den Druck als Ganzes gilt, gilt fu¨r den Stefan-Boltzmann-Limes des Druckes
2Vergleiche [46].
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Λ = 1 GeV
Λ = 2 GeV
Λ = 3 GeV
Λ = 10 GeV
(b)
Abbildung 7.6: (a) Cutoff-Effekt fu¨r den Stefan-Boltzmann-Limes, (b) Cutoff-Effekt fu¨r
den Ordnungsparameter fpi und Mpi = 1 MeV.

























P (Λ, T )
T 4
. (7.29)




kn den Polylogarithmus der Ordnung n angibt.
Zusa¨tzlich zum Stefan-Boltzmann-Limes bekommt man noch einen Cutoff-abha¨ngigen
Term. In Abb. 7.6a ist das Verha¨ltnis von P
T 4




fu¨r T = 300 MeV in
Abha¨ngigkeit des UV-Cutoffs geplottet. Wir zu erwarten nimmt der Term P (Λ, T ) keinen
erkennbaren Einfluss auf den Stefan-Boltzmann-Limes, sofern der UV-Cutoff groß genug
gewa¨hlt ist. Ist der Cutoff zu klein gewa¨hlt, so hat dieser beispielsweise auch Einfluss
auf den Verlauf des Ordnungsparameters, siehe Abb. 7.6b. Bei Λ = 1 gilt
2piTp
Λ ≈ 1 und
man stellt fest, dass sich die pseudokritische Temperatur um etwa 2 MeV unterscheidet
im Vergleich zu Λ = 10 GeV. Ein falscher Wert fu¨r Tp verringert schlussendlich die
Qualita¨t der kritischen Exponenten und der Scaling-Analyse. Daher die Wichtigkeit der
Bedingung 2piTΛ  1.
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Abbildung 7.7: (a) λ6 in Abha¨ngigkeit von k fu¨r T = 0 und Mpi ≈ 0, (b) λ8 in
Abha¨ngigkeit von k fu¨r T = 0 und Mpi ≈ 0.
7.4 Trunkierungs-Effekte
Bisher betrachteten wir ein bosonisches Potential mit Nmax = 2 bei Gl. (7.14). Zweifellos
hindert uns nichts daran noch weitere Ordnungen ∝ λ6φ6, ∝ λ8φ8,... hinzuzunehmen.
Hier soll untersucht werden, ob und wie sich die Ergebnisse von den obigen unterschei-
den, also z.B. die Lage der (pseudo)kritischen Temperatur bei festgehaltenen Werten fu¨r
die Pionenzerfallskonstante und Pionenmasse fu¨r k → 0 und T → 0. Es stellt sich damit
die Frage, ob, wenn man Nmax weiter erho¨rt, ein Konvergenzverhalten zu erwarten ist,
d.h. ob die ausgerechneten Gro¨ßen sich merklich unterscheiden, wenn man noch ho¨here
Ordnungen in der Taylorentwicklung mitnimmt.
Die RHS der Flussgleichung wird bekanntlich in eine Taylorreihe entwickelt. Auf Grund
der Struktur der RHS erwarten wir fu¨r die Flussgleichungen der ho¨heren Kopplungen
alternierende Vorzeichen (Abb. 7.7). Wa¨hrend die φ4-Kopplung ∝ k4−D in D = 4 di-
mensionslos ist, tragen die ho¨heren Kopplungen eine Dimension ∝ k8−D−2Nmax , d.h die
Kopplung weisen folgende Proportionalita¨ten auf: ak,3 = λ6 ∝ 1k2 , ak,4 = λ8 ∝ 1k4 usw.
Die Auswertung der Flussgleichungen am IR-Cutoff wird also mit gro¨ßer werdender Ord-
nung Nmax, auf Grund des Verhaltens der Kopplungen λ6, λ8,... fu¨r k → 0 zunehmend
schwierig; vor allem gilt dies fu¨r die temperaturabha¨ngige Form. Es zeigt sich, dass es
zweckma¨ßig ist fu¨r ho¨here Ordnungen die Flussgleichungen in dimensionslose Gro¨ßen
umzuschreiben.
Fu¨r jede Trunkierung muss ein unterschiedlicher Wert fu¨r  in Gl. (7.23) (λ˜UV und
cphy bleiben gleich), eingestellt werden, wenn fu¨r T = 0 im IR-Cutoff die gleichen Werte
fu¨r fpi und Mpi errechnet werden sollen.
Abb. 7.8 zeigt uns eine starke Abha¨ngigkeit des Ordnungsparamteters als Funktion der
Pionenmasse bei T = 0 von der gewa¨hlten Trunkierung. Die Graphen fu¨r Nmax = 8 und
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Abbildung 7.8: fpi in Abha¨ngigkeit von Mpi[T = 0] fu¨r verschiedene Trunkierungen. Der
U¨bersichtlichkeit halber ist die Mpi-Achse in logarithmischer Darstellung.
Bei Mpi = 138 MeV und fpi = 93 MeV schneiden sich alle Kurven auf
Grund der entsprechenden Einstellung fu¨r die Randbedingungen an die
Renormierungsgruppenflussgleichungen.
Nmax = 9 unterscheiden sich kaum und ergeben fu¨r Mpi → 0 einen Wert von ≈ 87 MeV.
Abb. 7.9b zeigt die Werte fu¨r fpi fu¨r Mpi[T = 0]→ 0. Man sieht, dass bei Erho¨hung der
Trunkierungsordnung die Alternationen abnehmen. Das gleiche gilt auch fu¨r die anderen
Gro¨ßen. Wir stellen also Konvergenzverhalten fest.
Im folgendem ist es allerdings weder notwendig noch zweckma¨ßig bis zur Ordnung
∝ φ18 zu entwickeln. Das Scaling im unendlichen und endlichen Volumen werden wir
betrachten bei der Trunkierung ∝ φ8. Abgesehen davon wa¨chst die Rechenzeit fu¨r die
numerische Lo¨sung der temperaturabha¨ngigen Flussgleichung stark mit den Erho¨hung
der Trunkeriungsordnung. Die erforderliche Rechenzeit wa¨chst noch weiter an, wen wir
Effekte bei endlichen Volumen studieren.
Sa¨mtliche Gro¨ßen bei gleichen IR-Werten fu¨r fpi und Mpi und Temperatur haben eine
Abha¨ngigkeit von der Trunkierung. In Tab. 7.2 sind beispielsweise die pseudokritischen
Temperaturen fu¨r die jeweils angegebenen Pionenmassen fu¨r Nmax = 3 und Nmax = 4
dargestellt. Eine Hinzunahme ho¨herer Kopplungen fu¨hrt allerdings nicht nur zu einer
A¨nderung betrachteter Gro¨ßen in quantitativer Hinsicht, sondern diverse Kurvenverla¨ufe
a¨ndern ihr Aussehen auch qualitativ. Wir schauen uns dazu die Masse des Sigma-Mesons
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Abbildung 7.9: (a)  geteilt durch  fu¨r Nmax = 9 als Funktion von Nmax. (b) fpi fu¨r
Mpi → 0 als Funktion von Nmax. (c) kSB fu¨r T = 0 und Mpi → 0 als
Funktion von Nmax. (d) Tp fu¨r Mpi[T = 0] = 1 MeV als Funktion von
Nmax. Wir sehen, dass fu¨r alle Gro¨ßen das alternierende Verhalten mit
zunehmender Trunkierungsordnung abnimmt. Ein a¨quivalenten Ergebnis
wurde in [47] gefunden.
in Abha¨ngigkeit der Temperatur fu¨r Nmax = 2 bis Nmax = 4 an, siehe Abb.7.10a
3. In
Kap. 7.2 haben wir gezeigt, dass bei oberhalb von Tc Skalenbereiche existieren in denen
die chirale Symmetrie gebrochen bleibt, siehe Abb.7.2a. Dieses Pha¨nomen beobachten
wir auch bei ho¨heren Trunkierungen. Allerdings reicht fu¨r Nmax = 3 dieser Bereich bis
Temperaturen von etwa T˜c ≈ 213 MeV und fu¨r Nmax = 4 liegt T˜c bei ≈ 201 MeV.
Bei Nmax = 2 sieht man bei den Sigmamassen fu¨r kleine Mpi[T = 0] an der Stelle
T˜c einen charakteristischen Knick, der bei Nmax = 3 kaum noch zu erkennen und bei
3Analog fu¨r Mpi.
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Tabelle 7.2: (a) Tp in Abha¨ngigkeit der Mpi[T = 0] fu¨r Nmax = 3, (b) Tp in Abha¨ngigkeit
der Mpi[T = 0] fu¨r Nmax = 4.
Nmax = 4 ga¨nzlich verschwunden ist. Die Existenz von Skalenbereichen mit gebrochener
chiraler Symmetrie oberhalb der kritischen Temperatur macht sich ab Nmax = 4 in der
Temperaturabha¨ngigkeit der Bosonenmassen nicht mehr bemerkbar.
Unter Hinzunahme ho¨herer Ordnungen ist das scharfe Maximum des Drucks P
T 4
, an der
Stelle T˜c weniger scharf ausgepra¨gt. (Abb. 7.10b). Da T˜c sich a¨ndert, verschiebt sich in
Folge dessen das Maximum des Drucks.
Um den leicht unterschiedlichen Druckverlauf fu¨r die verschiedenen Trunkierungen
zu verstehen, ist es zweckma¨ßig sich den Druck und die Bosonen- und Quarkmassen fu¨r
Mpi = 138 MeV und fu¨r fpi = 93 MeV anzuschauen. Betrachten wir dazu die Abb. 7.10c-f.
Der Druck ist umso gro¨ßer je kleiner die Massen der Teilchen sind. In allen Trunkierungen
unterscheidet sich die Quarkmasse fu¨r T > Tp kaum. Der unterschiedliche Kurvenver-
lauf des Druckes ist dort also vorwiegend aus der unterschiedlichen Abha¨ngigkeit der
Bosonemassen in diesem Bereich zu erkla¨ren. Die Trunkierung Nmax = 2 hat fu¨r gleiche
Temperaturen in jenem Bereich die gro¨ßte Masse; daher liegt ihre Druckkurve unter der
fu¨r Nmax = 3 und Nmax = 4. Fu¨r T < Tp wird das Verhalten der Druckfunktion vor-
wiegend durch die Quarkmassen bestimmt. Der Druck fu¨r Nmax = 3 liegt u¨ber den von
Nmax = 2 und Nmax = 4, da diese die kleinste Quarkmasse bei gleichem T/Tp hat; die
Bosonen tragen zur Differenz der Kurven nicht bei, da die σ-Massen ohnehin sehr groß
und die Pionenmassen fu¨r alle Trunkierungen gleich groß sind.
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Abbildung 7.10: (a): Mσ fu¨r Mpi ≈ 1 MeV fu¨r die Ordnungen Nmax = 2 bis Nmax = 4,
(b): P
T 4
fu¨r Mpi ≈ 1 MeV fu¨r die Ordnungen Nmax = 2 bis Nmax = 4.
(c)-(f): P
T 4
, MQ, Mσ und Mpi fu¨r Mpi = 138 MeV fu¨r die Ordnungen
Nmax = 2 bis Nmax = 4.
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7.5 Scaling in unendlichem Volumen
Um unno¨tige Rechenzeit einzsparen, vor allem fu¨r den Fall endlicher Volumina, setzten
wir im Folgendem den Cutoff Λ herunter auf Λ = 3 GeV. Wie oben gezeigt, genu¨gt
dieser Cutoff der Forderung 2piTΛ  1.
Fu¨r den folgenden Abschnitt ist die genaue Kenntnis der kritischen Temperatur not-
wendig. Von einer kritischen Temperatur kann erst dann die Rede sein, wenn die explizite
Symmetriebrechung tatsa¨chlich gleich Null gesetzt ist. Dazu verwenden wir die bekannte









Daraus folgt fu¨r Tp
4:




· c1/(βδ) ∝ √c. (7.31)
Wir fitten unsere Ergebnisse fu¨r Tp(c) (Abb. 7.11a) an eine Funktion der Form von Gl.
(7.31) und es folgt fu¨r Tc(c = 0) aus der Extrapolation c→ 0:
Tc(c = 0) = 0.144949346731961 GeV. (7.32)
Mit diesem Wert fu¨r die kritische Temperatur bestimmten wir den kritischen Exponenten
δ durch fpi[T = Tc(c → 0)] = acδ (Abb. 7.11b). Fu¨r die Normierungskonste H0 ergibt
sich damit:
H0 = e
− log(a)δ = 346.37722832663883 GeV3. (7.33)
Mit dem aus dem Fit bekannten Vorfaktor, dessen numerischer Werte gleich ist dem
Vorfaktor aus Gl. (7.31), und mit dem jetzt bekannten Wert fu¨r H0 la¨ßt sich die zweite
Normierungskonstante T0 bestimmen:
T0 = 23.862066412513776 GeV. (7.34)
Fu¨r Modelle mit der Flavor-Zahl Nf = 2 gilt fu¨r den Zusammenhang zwischen Tp und
Mpi folgende Relation [49]:
Tp − Tc=0 ∝M2/βδpi = aM2/βδpi . (7.35)
Dass wir zwischen Tp und Mpi einen linearen Zusammenhang beobachten ist also eine
Konsequenz der numerischen Werte der kritischen Exponenten. Aus dem Fit von (7.35)
und dem bereits bestimmten Exponenten δ la¨ßt sich damit der kritische Exponent β
bestimmen (Abb. 7.11c). 5
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Abbildung 7.11: (a) Peak-Temperatur Tp als Funktion des externen Feldes, (b) Pio-
nenzerfallskonstante bei T = Tc als Funktion des externen Feldes, (c)
Tp−Tc=0 als Funktion von Mpi[T = 0], (d) y in Abha¨ngigkeit von x, sie-
he Kap. 5.2. Es gelten die Randbedingungen: y(−1) = 0 und y(0) = 1.
Die Normierungskonstanten beno¨tigen wir fu¨r die reduzierten Gro¨ßen: h = c/H0 und
t = (T − Tc=0)/T0, die Verwendung finden in unserer Scaling-Variable z.
Fu¨r die Scaling-Analyse sei an dieser Stelle noch ausdru¨cklich betont wie außerordentlich
wichtig die mo¨glichst genaue Bestimmung der Gro¨ßen H0, T0, und Tc=0 ist.
4Vergleiche [48].
5Streng genommen werden die beiden Exponenten hier nicht bestimmt, da wir diese in Gl. (7.30) als
bekannt vorrausetzten und zur Bestimmung von Tc=0 verwenden. Es wird verwendet β = 0.4022 und
δ = 5.00 aus [28] bzw. [50]. Demnach ist es eher eine Konsistenzpru¨fung. Was fu¨r unsere Zielsetzung
schließlich interessiert sind die Normierungskonstanten und die kritische Temperatur.
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1−1/δχ ≡ H0h1−1/δχσ. (7.37)
Die Resultate zeigen die Abb. 7.12 und 7.13. Fu¨r kleine Symmetriebrechungen (c zwi-
schen ≈ 6 · 10−9 GeV3 und ≈ 6 · 10−8 GeV3) stimmen die 18 Kurven gut u¨berein, wird
dagegen die Symmetriebrechung gro¨ßer so treten deutliche Abweichungen auf. Wie zu
erwarten, gelten die Scaling-Funktionen ohne Scaling-Korrekturen nur fu¨r kleine Sym-
metriebrechungen (Abb. 7.14a-b).
Ein weitere Demonstration von Scaling Verhalten liefert die Griffiths-Entwicklung. Wir
plotten y u¨ber x fu¨r denselben Symmetriebrechungsbereich wie oben. Die 18 Kurven
liegen Kurven gut aufeinander, siehe Abb. (7.11d). Die Randbedingung der Giffiths-
Funktion y(x) sind erfu¨llt. Fu¨r kleine x wa¨hlen wir den folgenden pha¨nomenologischen
Ansatz:
y(x) = a(1 + x)τ . (7.38)
Dabei ist τ ein freier Parameter und es ergibt sich fu¨r jeden Graphen a ≈ 1 und τ ≈ 1.6.
Damit ist der freie Parameter mit dem kritischen Exponenten γ identisch 6. Wir fu¨hren
denselben Fit fu¨r große x durch und erhalten fu¨r γ bei allen 18 Kurven etwa denselben
Wert von 1.633. Damit ist die Na¨herung (5.19) gerechtfertigt.
Zusammenfassend la¨ßt sich feststellen, dass das Scaling der Pionzerfallskonstante fpi/h
1/βδ
am besten in der Umgebung der kritischen Temperatur Tc=0 bzw. bei der Suszeptibilita¨t
χσH0h
1−1/δ um z ≈ zp herum oder bei der Griffiths-Entwicklung fu¨r kleine x erkennbar
ist.
6γ nimmt Werte zwischen 1.58 und 1.62 an. Nach der Exponentenrelation γ = β(δ− 1) [28] ist fu¨r den
Exponenten γ folgender Wert zu erwarten: γ = 1.6088. Na¨herungsweise stimmen unsere Ergebnisse
fu¨r den Exponenten γ mit dem aus der Relation errechnetem u¨berein.
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Abbildung 7.12: (a) Pionenzerfallskonstante als Funktion von t, Mpi[T = 0] liegt zwi-
schen 0.2 MeV und 0.9 MeV; (b) Reskalierte Pionenzerfallskonstante
als Funktion von z, Mpi[T = 0] liegt zwischen 0.2 MeV und 0.9 MeV.
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Abbildung 7.13: (a) Sigma-Suszeptibilita¨t als Funktion von t, Mpi[T = 0] liegt zwischen
0.2 MeV und 0.9 MeV; (b) Reskalierte Sigma-Suszeptibilita¨t als Funk-
tion von z, Mpi[T = 0] liegt zwischen 0.2 MeV und 0.9 MeV. Das Ma-
ximum χres,max = 0.33 liegt bei z = 1.31.
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Mpi = 0.5 MeV
Mpi = 75 MeV
Mpi = 138 MeV


















Mpi = 0.5 MeV
Mpi = 75 MeV
Mpi = 138 MeV
Mpi = 200 MeV
(b)
Abbildung 7.14: (a)-(b) Reskalierte Pionenzerfallskonstante und Suszeptibilita¨t als
Funktion von z fu¨r große Pionenmassen und zum Vergleich jeweils ein
Plot mit Mpi → 0.
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8 Quark-Meson-Modell in endlichem Volumen
8.1 Flussgleichung fu¨r das Quark-Mesonen-Modell in
endlichem Volumen


























Wenn wir das Quark-Meson-Modell in einem endlichen Volumen studieren wollen,1, so








Die Impulsmoden sind diskret und mu¨ssen bestimmte, durch das endliches Volumen
bedingte, Randbedingungen genu¨gen. Damit wir mit Gittersimulationen der QCD un-
sere Ergebnisse vergleichen wollen, wa¨hlen wir hier periodische Randbedingungen fu¨r









































1Obwohl L3 das ra¨umliche Volumen ist und L die Kantenla¨nge, so bezeichnen wir im Folgenden der
Einfachheit halber auch L als Volumen.
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4pi2~n2 − (kL)2) . (8.5)
Die Summe za¨hlt die diskrete Anzahl der Moden die in einer Kugel mit dem Radius k ·L
enthalten sind.
Im Unterschied zum Fall mit unendlichen Volumen darf der Symmetriebrechungsfaktor
nicht identisch gleich Null sein. Setzt man formal2 c = 0 so bekommt man z.B. fu¨r den
Beitrag der Pionen der rechten Seite der Flussgleichung fu¨r ρ0,k folgende Terme:






Diese beiden Ausdru¨cke divergieren, wenn man k → 0 betrachtet. Das bedeutet, dass
der Fluss ρ0,k fu¨r k → 0 nicht ausfriert, sondern einen steilen Anstieg bekommt. Das hat
zufolge, dass fu¨r k → 0 der Ordnungsparamter ρ0,k fu¨r alle Temperaturen verschwindet.
Wir verbleiben also im symmetrischen Regime und haben damit keinen Phasenu¨bergang.
Im unendlichen Volumen konvergieren die entsprechenden Beitra¨ge der Pionen fu¨r k → 0
und der Fluss friert aus.
Im Kap. 6 bestimmten wird einen Ausdruck fu¨r den Druck:
∂tP = −T ∂
∂V
Γk|ρ=ρ0,k = −Uk|ρ=ρ0,k . (8.7)
Diese Gleichung gilt allerdings nur, sofern Uk selbst nicht vom Volumen abha¨ngt. Es
muss also stattdessen bestimmt werden:
∂tP = − ∂
∂V
VB(kV 1/3)k5f(M2i (V
1/3), k, T ), i ∈ (pi, σ,Q). (8.8)
f(M2i , k, T ) ist dabei der Ausdruck in den großen Klammern von Gl. (8.4) abzu¨glich
des T = 0 -Anteils, ausgewertet bei ρ = ρ0,k. Es ergibt sich fu¨r den Druck im endlichen
2Formal deswegen, weil wir streng genommen im Falle von c = 0 einen anderen Potentialansatz verwen-
den mu¨ßten, d.h. einen doppelten Potentialansatz wie im O(N)-Modell; dass wir das hier unterlassen,
a¨ndert aber nichts an der Sache.
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Volumen:
∂tP = −k5f(M2i (V 1/3), k, T )
(




− VB(kV 1/3)k5 ∂
∂V
f(M2i (V


























f(M2i (L), k, T )
≡ ∂tp1 + ∂tp2. (8.9)






(2pi~n)2f(M2i (L), k = 2pi~n/L, T ). (8.10)
Bei der Summation ist darauf zu achten, dass 2pi|~n|L < Λ gilt. Die Nullmode ist bei
der Summation herausgenommen, da diese keinen Beitrag leistet. Um das zu zeigen




Fu¨r kL  1 also fu¨r kleine Volumina wird B volumenunabha¨ngig und somit tra¨gt der
p1-Term nichts zum Druck bei. Der Druck vereinfacht sich damit zu:









Fu¨r den Fall, dass zusa¨tzlich noch sa¨mtliche Teilchen masselos sind, verschwindet der

























wird numerisch bestimmt. ∂tp2 liefert also Beitra¨ge fu¨r kleine Volumina, wa¨hrend der
Hauptbeitrag fu¨r den Druck fu¨r große Volumina kL 1 durch ∂tp1 bestimmt ist, da fu¨r
große Volumina die Volumenabha¨ngigkeit der Massen vernachla¨ssigt werden kann.
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L = 2 fm
L = 4 fm
L = 6 fm
L = 8 fm
L = 10 fm
L = 20 fm
L = 30 fm
L =∞ fm
Abbildung 8.1: χσ in Abha¨ngigkeit von T fu¨r verschiedene Volumina und fu¨r L → ∞.
Bei allen Kurven gilt: Mpi[T = 0] = 138 MeV. Sichtbare Abweichungen
vom unendlichen Volumen gibt es erst fu¨r Kurven ab L ≤ 6 fm. Man
sieht dass das Maximum der Suszeptibilita¨t gro¨ßer wird und zu kleineren
Temperaturen verschoben wird.
8.2 Vergleich zwischen endlichem und unendlichem Volumen
Die Flussgleichung fu¨r das unendliche Volumen erhalten wir wieder, wenn wir den Fall
(kL) → ∞ betrachten3. Um das zu zeigen, verwenden wir die Poisson-Summenformel,










Der Form nach handelt es sich hier um eine Fouriertransformation. Der Grenzprozess
kL→∞ entspricht dem
”
letzten“ Glied von B, Gl. (8.5). Fouriertransformiert man B,
3Zur Notation ist anzumerken, dass L = ∞ die Lo¨sung der Flussgleichung in unendlichem Volumen
bezeichnet. L → ∞ bezeichnet die Lo¨sung der Flussgleichungen in endlichem Volumen, fu¨r derart
große Volumen, dass kein erkennbarer Unterschied zu den Ergebnissen fu¨r L =∞ vorliegt, siehe die
Grenzfallbetrachtungen (8.25) in Kap. 8.4.
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Abbildung 8.2: (a) Tp fu¨r verschiedene Volumina bei Mpi[T = 0] = 75 MeV, (b) Tp fu¨r
verschiedene Volumina bei Mpi[T = 0] = 200 MeV.
L[fm] Mpi = 200 MeV Mpi = 138 MeV Mpi = 75 MeV
2 190.26 145.66 94.21
4 221.91 193.59 135.84
6 223.10 199.78 169.26
8 223.14 200.26 175.15
10 223.14 200.31 176.09
20 223.16 200.33 176.41
30 223.16 200.33 176.41
Tabelle 8.1: Tp[MeV] als Funktion von L fu¨r unterschiedliche Werte von Mpi[T = 0].









































Wenn wir B → 1
6pi2
in Gl. (8.4) einsetzten, so erhalten wir wieder die Flussgleichung
(7.14).
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L = 2 fm
L = 4 fm
L = 6 fm
L = 8 fm
L = 10 fm
L = 20 fm
L = 30 fm
Abbildung 8.3: Tp in Abha¨ngigkeit von MpiL fu¨r verschiedene Volumina.
Im endlichen Volumen hatten wir, abgesehen von der Impulsskala k, zwei Skalen,
die die Dynamik der skalenabha¨ngigen Gro¨ßen bestimmten: die Temperatur T und den
expliziten Symmetriebrechungsfaktor c, d.h. Mpi[T = 0]. Auf Grund des endlichen Vo-
lumens bekommen wir eine weitere Skala L hinzu: das Verhalten der Gro¨ßen wird jetzt
entscheidend gepra¨gt durch Mpi[T = 0] · L.
Abweichungen im Fall unendlichen Volumens erwartet man immer dann, wenn die
Volumenabmessungen in die Gro¨ßenordnung der Korrelationsla¨nge der Wechselwirkung
kommen. Das endliche Volumen L mit der Dimension 1/GeV wirkt wie eine zusa¨tzliche
Temperatur. Bei gleichen Temperaturen verha¨lt sich die Dynamik so, als wu¨rde eine
gegebene Temperatur bei kleinerem Volumen einer gro¨ßeren entsprechen, d.h. eine Vo-
lumenverkleinerung wirkt effektiv wie eine Temperaturerho¨hung. Verkleinert man das
Volumen bei festgehaltenem Mpi[T = 0], dann findet der Phasenu¨bergang bereits bei
tieferen Temperaturen statt, d.h. Tp ∝ 1/L, siehe (Abb. 8.2 und Tab. 8.1). Dabei sind
die endlichen Volumeneffekte bei festem L um so gro¨ßer, je kleiner Mpi[T = 0] eingestellt
ist, denn je kleiner die explizite Symmetriebrechung ist, um so gro¨ßer ist die Korrelati-
onsla¨nge der Wechselwirkungen bei gleicher Temperatur und um so eher bekommen die
Teilchen das endliche Volumen zu spu¨ren. Die pseudokritische Temperatur Tp ist also
um so kleiner, je kleiner das dazugeho¨rige Mpi[T = 0]L ist (Abb. 8.3). Allerdings wenn
Mpi[T = 0]L 1 gilt, so stellen wir fest, dass ein Phasenu¨bergang nicht mehr stattfindet.
Das System verbleibt dann fu¨r alle betrachteten Temperaturen im symmetrischen Re-
gime. Eine pseudokritische Temperatur existiert dann nicht und die zum entsprechenden
Wert von MpiL zugeho¨rige Suszeptibilita¨t χσ besitzt keinen Peak.
Betrachtet man die Quarkmassen bei gegebenem Mpi[T = 0], so wird die Quarkmasse
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Mpi L= 4 fm
Mσ L= 4 fm




Abbildung 8.4: Mpi, Mσ, MQ fu¨r L = 30 fm und L = 4 fm fu¨r jeweils Mpi[T = 0] = 75
MeV.
kleiner bei gleicher Temperatur, wenn das Volumen verkleinert wird, da eine Volumenver-
kleinerung effektiv einer Temperaturerho¨hung entspricht. Analog ist es beim σ-Meson.
Die Pionenmasse verha¨lt sich umgekehrt: diese ist bei gleicher Temperatur gro¨ßer fu¨r
kleinere Volumina: Die Pionen werden in der symmetrischen Phase massiv und da diese
bei kleineren Volumina bei kleineren Temperaturen eintritt, so ist die Pionenmasse fu¨r
kleinere Volumina bei gleicher Temperatur gro¨ßer als bei gro¨ßeren Volumina (Abb. 8.4).
Wir betrachten als na¨chstes die Scaling-Funktion fχ = χσH0h
1−1/δ fu¨r die Suszep-
tibilita¨t χσ fu¨r verschiedene Volumina und Pionenmassen Mpi[T = 0]. Da wir es hier
mit gro¨ßeren Pionenmassen zu tun haben, liegt das Maximum der Suszeptibilita¨ten, an-
ders als in Abb. 7.13b, nicht bei z = zp = 1.31 mit χres,max = 0.33. Der Grund liegt
darin begru¨ndet, dass die Scaling-Funktion fχ ohne Korrekturterme nur Geltung hat
fu¨r kleine Pionenmassen. Fu¨r MpiL  1 sind die Ergebnisse mit dem fu¨r unendliches
Volumen identisch. In Abb. (8.5a-c) wird das Maximum gro¨ßer und verschiebt sich in
Richtung kleinerer z, und das um so mehr, je kleiner das betrachtete Mpi[T = 0]L ist.
Wird Mpi[T = 0]L noch kleiner, so verschwindet der Peak, siehe Abb. 8.5d. Existiert
kein Peak mehr, so findet kein Phasenu¨bergang mehr statt und das System verbleibt im
symmetrischen Regime.
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L = 2 fm
L = 4 fm
L = 6 fm
L = 8 fm
L = 10 fm
L = 20 fm
L = 30 fm
(d)
Abbildung 8.5: Reskalierte σ-Suszeptibilita¨t in Abha¨ngigkeit von z fu¨r verschiedene Vo-
lumina. Die Pionenmasse ist eingestellt auf (a) 200 MeV,(b) 138 MeV, (c)
75 MeV,(d) 30 MeV. Die reskalierte Suszeptibilita¨t zeigt analoge endliche
Volumen-Abha¨ngigkeit wie χσ, Vergleiche Abb. 8.1 mit (b).
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L = 10 fm
L = 8 fm
L = 4 fm
Abbildung 8.6: Druck fu¨r verschiedene Volumina fu¨r Nmax = 4 und Λ = 3 GeV.
8.3 Thermodynamik in endlichem Volumen
In Kap. 7.3 untersuchten wir die UV-Cutoff-Abha¨ngigkeit der physikalischen Gro¨ßen.
Wir stellten merkliche Diskrepanzen fu¨r Cutoff-Werte Λ < 3 GeV fest. Wenn wir das
Quark-Meson-Modell in endlichem Volumen betrachten, so erwarten wir, dass die Cutoff-
Effekte eine Volumenabha¨ngigkeit zeigen. Die Cutoff-Effekte sollten sich dabei um so
sta¨rker bemerkbar machen, je kleiner das betrachtete Volumen ist, da sich eine Volu-
menverkleinerung effektiv wie eine Temperaturerho¨hung auswirkt. Abb. 8.6 zeigt den
thermodynamischen Druck fu¨r verschiedene Volumina und zum Vergleich fu¨r unendli-
ches Volumen, wobei die UV-Randbedingungen so eingestellt sind, dass fpi = 93 MeV
und Mpi = 138 MeV im Grenzfall verschwindender Temperatur gilt. Wie Abb. (7.5)
zeigt, ist ein UV-Cutoff von Λ = 3 GeV fu¨r Temperaturen bis zu T = 300 MeV im
Grenzfall unendlichen Volumens ausreichend. Das ist im endlichen Volumen fu¨r L < 10
fm nicht mehr der Fall4
In Kap. 8.1 wurde diskutiert, dass der Anteil des thermodynamischen Druckes p2
T 4
nur







4Hier ist folgendes zu bemerken: Wenn wir davon reden, dass ein UV-Cutoff von 3 GeV zu klein ist,
dann bezieht es sich nur auf die Untersuchung thermodynamischer Gro¨ßen in endlichem Volumen.
Die kritische Temperatur Tc=0 wurde bei einem Cutoff von 3 GeV in unendlichem Volumen bestimmt.
Diese geht dann in die Scaling-Analyse ein. Ein Cutoff von 3 GeV ist daher in endlichem Volumen
keineswegs zu klein, um Scaling-verhalten in endlichem Volumen zu studieren.
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Abbildung 8.7: Der Beitrag des p2-Anteils zum Gesamtdruck P = p1 + p2 bei Nmax = 4
und Λ = 3 GeV fu¨r (a) L = 2 fm und (b) L = 3 fm. Wir sehen, dass die
volumenabha¨ngigen Massen erst ab L ≤ 3 fm einen Beitrag zum Druck
leisten.
liefert, wenn die Volumenabha¨ngigkeit der Massen ∂Mi∂L nicht vernachla¨ssigt werden kann.
Das ist aber nur der Fall fu¨r genu¨gend kleine Volumina (bei festem Mpi[T = 0]). Abb.
8.7 zeigt, dass fu¨r Mpi[T = 0] = 138 MeV das erst fu¨r Volumen L < 3 fm der Fall ist.
Um die Thermodynamik in endlichen Volumina ohne Cutoff-Effekte ada¨quat diskutie-
ren zu ko¨nnen, setzten wir den UV-Cutoff auf 10 GeV und betrachten eine Trunkierung
mit Nmax = 2 und entsprechenden UV-Randbedingungen, so dass fu¨r den Grenzfall ver-
schwindender Temperatur fpi = 93 MeV und Mpi = 138 MeV gilt. Die Resultate zeigt
Abb. 8.8a fu¨r die gleichen Volumina wie in Abb. 8.6. Da eine gegebene Temperatur sich
in kleineren Volumina effektiv wie eine gro¨ßere verha¨lt, ist zu erwarten, dass der Druck
fu¨r T . Tp 5 fu¨r kleinere Volumina schneller ansteigt als fu¨r gro¨ßere. Das liegt an dem
bei kleineren Volumina bereits bei tieferen Temperaturen einsetzenden Phasenu¨bergang.
Daraus folgt, dass der Stefan-Boltzmann-Limes fu¨r 4NcNf = 24 masselose Fermionen
bei kleineren Temperaturen erreicht wird, siehe Abb. 8.8b6.
Wir zeigen, dass aus der Druck-Gleichung fu¨r endliches Volumen und masselose Fer-
mionen tatsa¨chlich der Stefan-Boltzmann-Limes folgt. Dazu verwenden wir den fermio-
nischen Teil von Gl. (8.8) fu¨r verschwindende Quarkmassen MQ = 0 und den Poisson-
Summen Formalismus Gl.(8.14) und erhalten fu¨r TL→∞:
5Tp ist die pseudokritische Temperatur fu¨r unendliches Volumen:Tp ≈ 200 MeV, siehe Tab. 7.2b.




Volumen na¨her am Stefan-Boltzmann-Limes.
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L = 10 fm
L = 8 fm




















Abbildung 8.8: Druck fu¨r verschiedene Volumina fu¨r Nmax = 2 und Λ = 10 GeV (b)
P
T 4



























Dieser Wert ist identisch mit dem Stefan-Boltzmann-Limes aus Gl. (7.27). Bei einem






Ein analoges Verhalten zeigt die Entropie s
T 3
und die Energiedichte 
T 4
, siehe Abb. 8.9.





. Wir haben gesehen, dass der thermodynamische Druck
P
T 4
fu¨r Mpi → 0 an der Stelle T = T˜c ein scharfes Maximum hat, welches weniger stark
ausgepra¨gt ist, wenn wir ho¨here n-Punkt-Funktionen hinzunehmen, siehe Abb. 7.10b.
Bestimmt man die Entropie bzw. die Energiedichte fu¨r Mpi[T = 0] → 0, so hat die





ihr Maximum bei einer Temperatur Tmax < T˜c haben. Fu¨r z.B. die Entropie ergibt sich
mit Nmax = 4 und T˜c = 201 MeV fu¨r die Position des Maximums: T
s
max = 176 MeV.
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L = 8 fm
L = 4 fm
(b)
Abbildung 8.9: (a) Entropie fu¨r verschiedene Volumina fu¨r Nmax = 2 und Λ = 10 GeV.
Dabei liegt fu¨r L =∞ das Maximum der Entropie bei T smax = 176 MeV.
(b) Energiedichte fu¨r verschiedene Volumina Nmax = 2 und Λ = 10 GeV.
Dabei liegt fu¨r L = ∞ das Maximum der Energiedichte bei T max = 175
MeV.
Mit gro¨ßer werdender Pionenmasse Mpi[T = 0] gla¨ttet sich der starke Anstieg, vergleiche
Abb. 8.9 und Abb. 8.10 7.
Fu¨r die Entropie s und fu¨r die Energiedichte  erhalten wir fu¨r den Stefan-Boltzmann-



















Wie Abb. 8.9b zeigt, wird dieser Gesamt-Stefan-Boltzmann-Limes fu¨r die Energiedichte
L = ∞ u¨berschritten. Fu¨r kleinere Pionenmassen gilt das auch fu¨r die Entropie. Fu¨r
Mpi → 0 und Nmax = 4 liegt das Maximum der Entropie deutlich u¨ber dem Stefan-
Boltzmann-Limit, siehe Abb. 8.10. Da dieser Effekt sowohl fu¨r Nmax = 2, Nmax = 3
und Nmax = 4 beobachtet wird, ist anzunehmen, dass es sich hierbei um keinen Trun-
kierungseffekt handelt.
7Das gilt unabha¨ngig von der betrachteten Trunkierung.
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Abbildung 8.10: Entropie fu¨r Mpi[T = 0] → 0 und L = ∞ fm fu¨r die Trunkierung
Nmax = 4.
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, k, T ) + T 4f(MQ,
∂MQ
∂T
, k, T ), i ∈ (pi, σ). (8.20)
Dabei sind nB und nF die Bose-Einstein- und Fermi-Dirac-Verteilung. Der erste Term
liefert fu¨r Mi → 0 den Stefan-Boltzmann-Limes, Gl.(8.19a). Mathematisch gesehen,
sorgen die u¨brigen Terme dafu¨r, dass der Stefan-Boltzmann-Limes u¨berschritten werden
kann.
Fu¨r den Druck P
T 4
stellt der Gesamt-Stefan-Boltzmann-Limes eine obere Schranke dar,
die nicht u¨berschritten werden kann. Ein stark wechselwirkendes Gas liefert einen klei-
neren Beitrag zum Druck, als es ein masseloses und wechselwirkungsfreies tun wu¨rde.
Die Entropie ist mit der Anzahl der mikroskopischen Zusta¨nde, die ein System anneh-
men kann verknu¨pft. Steigt die Temperatur, so steigt auch die Anzahl der Zusta¨nde,
die besetzt werden ko¨nnen. Im Bereich des Phasenu¨bergangs, wo langreichweitige Kor-
relationen zwischen den wechselwirkenden Teilchen vorliegen, steigt die Anzahl der Mi-
krozusta¨nde zusa¨tzlich. Daher wird die Entropie in der Umgebung des Phasenu¨bergangs
gro¨ßer als der Stefan-Boltzmann-Limes. Die Argumentation fu¨r die Energiedichte ist
analog.
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z Mpi = 200 MeV Mpi = 138 MeV Mpi = 75 MeV
0 1.774 2.449 4.058
zp 1.774 2.449 4.056
Tabelle 8.2: Aus Lage des Wendepunktes von Qfpi(z, h˜) bestimmten Volumina in fm bei
vorgegebener Pionenmasse. Spa¨testens ab diesem Volumina kann man mit
endlichen Volumen-Effekten z.B. bei Qfpi(z, h˜) rechnen.
8.4 Scaling in endlichem Volumen
Wir werten den Ordnungsparamter fpi und die Sigma-Suszeptibilita¨t χσ fu¨r sa¨mtliche
Volumina, an den Stellen z = 0 und z = zp aus. In Abb. 8.13 und 8.14 sind unsere
Ergebnisse dargestellt in Abha¨ngigkeit von h = cH0 . Die explizite Symmetriebrechung c
ist dabei so gewa¨hlt, dass fu¨r die Pionenmasse 10 MeV ≤Mpi[T = 0] ≤ 200 MeV gilt. Fu¨r
die reskalierten Funktionen wurden fu¨r die großen Volumina L = 10, L = 20 und L = 30
fm noch 7 weitere Werte fu¨r c bis Mpi[T = 0] = 2 MeV hinzugefu¨gt. Man sieht in Abb.
8.13 und Abb. 8.14, dass fu¨r genu¨gend große h die Volumenabha¨ngigkeit der Gro¨ßen fpi
und χσ gering ist und folglich diese jeweils gegen denselben Wert konvergieren.
Die Scaling-Funktionen ergeben sich aus Gl. (5.25) und (5.26) mit H → h und
M(t, h, L)→ fpi(t, h, L):
Qfpi(z, h˜) = fpi(t, h, L)L
β/ν , (8.21)
Qχ(z, h˜) = χσ(t, h, L)L
−γ/ν . (8.22)
Wir konstruieren die Scalingfunktionen also durch folgende Reskalierungen8:
fpi → fpiLβ/ν
χσ → χσL−γ/ν . (8.23)
und plotten diese Funktionen in Abha¨ngigkeit der Scaling-Variable h˜ = hLβδ/ν , siehe
Abb. 8.14 und Abb. 8.16. Wie zu erwarten liegen die Kurven gut u¨bereinander. Da fu¨r
kleinere h fu¨r L = 2 fm kein Phasenu¨bergang mehr stattfindet, weichen die entspre-
chenden Punkte deutlich ab. Das System verbleibt im symmetrischen Regime. Aus dem
Wendepunkt der Scaling-Funktionen (8.21) und (8.22) la¨ßt sich bestimmten, ab welchen
Volumen bei gegebener Pionenmasse Mpi[T = 0] bzw. expliziter Symmetriebrechung c
ein Einfluss des endlichen Volumens zu erwarten ist. Wir bestimmten den Wendepunkt
h˜ = h˜WP ≡ const der Scaling-Funktion Qfpi(z = 0, h˜) fu¨r L = 30 fm. Wir erhalten mit
const = 0.00288566 fu¨r vorgegebene Pionmasse die gesuchten Volumina L. Die Ergeb-
nisse finden sich in Tab. 8.2. Es ist aber anzumerken, dass auch in der Umgebung dieses
Punktes sich endliche Volumen-Effekte bemerkbar machen. Daher ist dieser Wendepunkt
8Fu¨r den Exponenten ν verwenden wir den Wert ν = 0.80 [50].
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kein exaktes Kriterium. Betrachtet man beispielsweise Abb. 8.5b, so erwartet man laut
Wendepunkt fu¨r z = zp Einfluss des endlichen Volumens ab einer Volumengro¨ße von
L = 2.49 fm. Fu¨r z = 0 beobachten wir allerdings endliche Volumen-Effekte schon ab
L = 6 fm. A¨hnliches sieht man in Abb. 8.5c. Demnach stellt der Wendepunkt eine untere
Schranke fu¨r endliche Volumen-Effekte dar, d.h. dass man spa¨testens fu¨r L . LWP[Mpi],
deutlich ausgepra¨gte Volumeneffekte zu erwarten hat.
Fu¨r den Grenzfall L → ∞ sollten die Scaling-Funktionen des endlichen Volumens
Qfpi(z, h˜) und Qχ(z, h˜) sich denen des unendlichen Volumens anna¨hern, siehe Kap. 5.3.
Es sollte also
fpi(t, h, L→∞) ∝ h1/δ,
χσ(t, h, L→∞) ∝ h1/δ−1, (8.24)
bzw.






















gelten. Dabei sind fM und fχ die Scaling-Funktionen fu¨r den Fall unendlichen Volumens
fu¨r den Ordnungsparamter fpi und die Suszeptibilita¨t χσ. Unseres gro¨ßtes betrachtetes
Volumen betra¨gt L = 30 fm. Zur Erfu¨llung der Relationen (8.24) und (8.25) muss h→ 0
gesetzt sein und zugleich muss mindestens gelten, dass h˜ > h˜WP, um Volumeneffekte zu
vermeiden. Die Relationen (8.25) werden exakt kaum erfu¨llt sein, da diese nur dann gel-
ten, wenn die Scaling-Funktionen fM und fχ ohne Scaling-Korrekturen Geltung haben,
d.h. fu¨r Mpi → 0 bzw. h → 0. Fu¨r Mpi → 0 bzw. h → 0 erwarten wir aber endliche
Volumen-Effekte.




in Abha¨ngigkeit von Mpi[T = 0]. Beide na¨hern sich fM
∣∣
z=0,h→0 = 1 mit abneh-
mender Pionenmasse an. Die Funktion Qf (t = 0, h, L = 30 fm) allerdings fa¨llt ab fu¨r
Mpi . 18 MeV und unterscheidet sich damit signifikant von fM . Betrachtet man Qf
unter kleineren Volumina, so setzt der Unterschied bereits bei gro¨ßeren Pionenmassen
ein, siehe Abb. 8.11.
Wir bestimmen die Scaling-Funktion fχ an der Stelle z = zp und vergleichen diese mit
Qχ(t, h, L) bei verschiedenen Volumina. Wir beno¨tigen dazu die zu zp zugeho¨rige Tem-
peratur. Diese ist nicht identisch mit Tp, denn wie in Abb. 7.14b dargestellt, verschiebt







und den bereits bekannten Gro¨ßen T0, H0, Tc=0 und zp (siehe Kap. 7.5) la¨ßt sich die
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Qχ(T = Tzp , h, L) befinden sich in Abb. 8.12. Die Scaling-Funktion fχ na¨hert sich fu¨r
Mpi[T = 0]→ 0 den bekannten Wert von 0.33, siehe Abb. 7.13b. Die Funktion Qχ
∣∣
L=30 fm
bekommt ab Mpi . 18 MeV einen erho¨hten Anstieg. Wie uns die Funktion Qχ
∣∣
L=20 fm
suggeriert, sollte die Funktion Qχ
∣∣
L=30 fm
fu¨r Mpi → 0 wieder kleiner werden. Fu¨r die
Relationen (8.25) sollten daher bessere Resultate erzielbar sein, wenn wir gro¨ßere Volu-
mina einstellen. Dann ko¨nnen die Funktionen Qf und Qχ fu¨r noch kleinere Pionenmassen
betrachtet werden ohne dass sich endliche Volumen-Effekte bemerkbar machen.
Der δ-Exponent la¨ßt sich aus der Relation (8.24a) bestimmen (mit t = 0). Wir erhal-
ten:
δ = 4.994. (8.27)
Prinzipiell la¨ßt sich der δ-Exponent auch aus der Relation (8.24b) bestimmen, allerdings
liegen hierfu¨r nicht genu¨gend Datenpunkte im relevanten Intervall vor9.
9Man beachte, dass die Suszeptibilita¨t χσ die Ableitung des Ordnungsparamters fpi nach dem Feld h
darstellt.
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L = 2 fm
L = 4 fm
L = 6 fm
L = 8 fm
L = 10 fm
L = 20 fm
L = 30 fm
(b)
Abbildung 8.11: (a) fpi in Abha¨ngigkeit von h fu¨r z = 0 und verschiedene Volumina. (b)
fpi in Abha¨ngigkeit von h fu¨r z = zp und verschiedene Volumina.
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L = 2 fm
L = 4 fm
L = 6 fm
L = 8 fm
L = 10 fm
L = 20 fm
L = 30 fm
(b)
Abbildung 8.12: (a) χσ in Abha¨ngigkeit von h fu¨r z = 0 und verschiedene Volumina. (b)
χσ in Abha¨ngigkeit von h fu¨r z = zp und verschiedene Volumina.
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L = 2 fm
L = 4 fm
L = 6 fm
L = 8 fm
L = 10 fm
L = 20 fm
L = 30 fm
(b)
Abbildung 8.13: (a) fpiL
β/ν in Abha¨ngigkeit von hLβδ/ν fu¨r verschiedene Volumina und
z = 0. (b) fpiL
β/ν in Abha¨ngigkeit von hLβδ/ν fu¨r verschiedene Volumi-
na und z = zp.
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L = 2 fm
L = 4 fm
L = 6 fm
L = 8 fm
L = 10 fm
L = 20 fm
L = 30 fm
(b)
Abbildung 8.14: (a) χσL
−γ/ν in Abha¨ngigkeit von hLβδ/ν fu¨r verschiedene Volumina
und z = 0. (b) χσL
−γ/ν in Abha¨ngigkeit von hLβδ/ν fu¨r verschiedene
Volumina und z = zp.
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Qf (t = 0, h, L = 30 fm)
Qf (t = 0, h, L = 20 fm)
Abbildung 8.15: Die Scaling-Funktion fM fu¨r das unendliche Volumen, ausgewertet bei
z = 0, Qf (t = 0, h, L = 20 fm) und Qf (t = 0, h, L = 30 fm) in













Qχ(T = Tzp , h, L = 30 fm)
Qχ(T = Tzp , h, L = 20 fm)
Abbildung 8.16: Die Scaling-Funktion fχ fu¨r das unendliche Volumen, ausgewertet bei
z = zp, Qχ(T = Tzp , h, L = 20 fm) und Qχ(T = Tzp , h, L = 30 fm) in
Abha¨ngigkeit von Mpi[T = 0].
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8.5 Vergleich mit Gittersimulationen
In der QCD ha¨ngt die Art des chiralen Phasenu¨bergangs von der Anzahl der Quark-
Flavor und deren Massen ab. Wir betrachten die sogenannte (2 + 1)-Flavor-QCD.
Fu¨r den Fall, dass die Massen des up- und down-Quark mu,d und des strange-Quarks
ms masselos sind, erwartet man einen Phasenu¨bergang erster Ordnung. Erho¨ht man die
Masse des strange-Quarks, so erwarten wir einen Phasenu¨bergang zweiter Ordnung. Eine
QCD mit (2 + 1)-Flavor, verha¨lt sich bei großer strange-Quark Masse ms approximativ
wie eine 2-Flavor QCD, da die den strange-Quark zugeho¨rigen Propagatoren zur Renor-
mierungsgruppenflussdynamik nur schwach beitragen. Das ermo¨glicht den Vergleich von
(2 + 1)-Flavor-QCD dem 2-Flavor-Quark-Meson-Modell. Beide haben dann fu¨r T = Tc
einen Phasenu¨bergang zweiter Ordnung [51, 52, 7, 6].
Fu¨r 2-Flavor-QCD findet man in Gitter-QCD-Simulationen eine kritische Tempera-
tur [8, 53] von
Tc = 151 MeV,
Tc = 192 MeV. (8.28)
Die numerischen Ergebnisse in Gitter-QCD ha¨ngen davon ab, auf welche Art und Weise
Fermionen auf das Gitter gesetzt werden. Die genauen Ursachen warum sich die kri-
tischen Temperaturen in Gl. (8.28) so stark unterscheiden sind Gegenstand aktueller
Forschung. Wir erhalten eine kritische Temperatur von Tc ≈ 145 MeV, siehe Kap. (7.5).
Wir vermuten, dass die Diskrepanz der Ergebnisse auf die in dieser Arbeit gemachten
Na¨herungen zuru¨ckgefu¨hrt werden ko¨nnen. Wir vernachla¨ssigten die Impulsabha¨ngigkeit
der Wellenfunktionsrenormierung Zφ,p,k = 1 und betrachteten eine Trunkierung mit
Nmax = 4. Des weiteren hat das Quark-Meson-Modell keine gluonischen Freiheitsgrade.
Es wu¨rde sich also lohnen in ku¨nftigen Arbeiten Impulsabha¨ngigkeit der Wellenfunkti-
onsrenormierung und die gluonischen Freiheitsgrade mit einzubeziehen. In der Tat legen
Studien des Polyakov-Quark-Meson-Modells bzw. Polyakov-NJL-Modells nahe, dass die
kritische Temperatur des chiralen Phasenu¨bergangs durch die Gluonen-Dynamik beein-
flusst wird [54, 55, 56, 57].
In der Gitter-QCD erha¨lt man Tc durch Extrapolation L → ∞ und Mpi → 0. Ei-
ne weitere mo¨gliche Erkla¨rung fu¨r die Diskrepanz zwischen unserm Wert fu¨r Tc und
den Gitter-QCD-Ergebnissen liegt in der Extrapolation. Jedoch ist anzunehmen, dass
Extrapolationsfehler kleinere Beitra¨ge zur Diskrepanz liefern, als die vernachla¨ssigten
gluonischen Freiheitsgrade.
In der Gitter-QCD wird von großen Pionenmassen aus extrapoliert. Beispielsweise be-
tra¨gt in [58] die kleinste verwendete Pionenmasse 75 MeV. Im folgendem versuchen wir
die Fehler, die durch Extrapolationen verursacht sein ko¨nnten, abzuscha¨tzen. Betrachten
wir dazu in Gl. (7.31) die Peak-Temperatur Tp. Wir nehmen an, dass die lineare Pro-
portionalita¨t zwischen Tp und Mpi auch dann gu¨ltig ist, wenn wir große Pionenmassen
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betrachten. Betrachten wir also Tp fu¨r Pionenmassen zwischen 75 MeV und 200 MeV.
Wir erhalten dann aus der Extrapolation fu¨r Mpi = 0 fu¨r die kritische Temperatur Tc:
Tc=0 = 151 MeV. (8.29)
Um den Einfluss der Volumenextrapolation abzuscha¨tzen, betrachten wir Tp fu¨r ver-
schiedene Volumina fu¨r Mpi[T = 0] = 75 MeV, siehe Abb. 8.2 und Tab. 8.1. Nehmen wir
an, dass Tp[1/L] durch eine Funktion der Form
Tp[1/L] = Tp[0] + aL
−n, a, n ∈ R, (8.30)
dargestellt werden kann. Dabei ist Tp[0] die kritische Temperatur die man durch Extrapo-
lation in das unendliche Volumen L→∞ erha¨lt. Studieren wir das Quark-Meson-Modell
in unendlichem Volumen fu¨r Nmax = 4 und Mpi[T = 0] = 75 MeV, so erhalten wir fu¨r
die pseudokritische Temperatur Tp:
Tp = 176.432 MeV. (8.31)
Betrachten wir Tp[1/L], so stellen wir fu¨r große Volumina Konvergenzverhalten fest.
Legen wir den Bereich Gl. (8.30) zu Grunde, in dem die endlichen Volumeneffekte gering
bleiben (L ≥ 6 fm), so ergibt sich aus der Extrapolation 1/L → 0 eine pseudokritische
Temperatur von
Tp = 176.412 MeV. (8.32)
Aus diesen Ergebnissen schließen wir, dass, zumindest im Fall von [53], die Diskrepanz
zwischen den kritischen Temperaturen nicht allein durch Extrapolationsfehler Mpi → 0
und L→∞ verursacht sein kann.
In [49] wurde eine geringe Abha¨ngigkeit der (pseudo)-kritischen Temperatur von der
Quarkmasse MQ bzw. der Pionenmasse Mpi festgestellt. Die Abha¨ngigkeit der pseudo-






·M2/(βδ)pi + T (Mpi = 0). (8.33)
In aktuellen Gittersimulationen sind allerdings Pionenmassen Mpi[T = 0] ≥ 75 MeV
verwendet worden, um diese Abha¨ngigkeit zu studieren. Es ist nicht auszuschließen, dass
die Abha¨ngigkeit der pseudokritischen Temperaturen von der Pionenmasse fu¨r kleinere
Pionenmassen zunimmt. Das wiederum ha¨tte Einfluss auf die extrapolierte kritischen
Temperatur.
Laut Gl. (7.31) gehen in den Vorfaktor von Tp[Mpi] die Normierungskontanten T0
und H0 ein. Diese Konstanten sind nicht universell, sondern ha¨ngen von den konkreten
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Details der Wechselwirkungen des betrachteten Modells ab. Die Normierungskonstanten
wurden in Kap. 7.5 fu¨r Mpi[T = 0]→ 0 bestimmt. Es ist zu erwarten, dass der numerische
Wert von T0 und H0 auch von der Pionenmasse abha¨ngt an der diese errechnet werden.
Um den mo¨glichen Fehler in der Bestimmung der Konstanten H0 und T0 abzuscha¨tzen,
bestimmen wir die Konstanten nicht fu¨r Mpi[T = 0] = 0, sondern fu¨r Mpi[T = 0] = 75









Beide Bedingungen sind nicht gleichzeitig genau erfu¨llbar. Fu¨r die Konstanten erhalten
wir:
T0 ∼= 23.1 GeV,
H0 ∼= 600.0...775.2 GeV3. (8.35)
Damit ist T0 fast identisch mit dem aus Kap. 7.5. H0 dagegen unterscheidet sich etwa um
einen Faktor 2. Mit dieser
”
falschen“ Normierung, statt mit der bei Mpi → 0 bestimm-
ten, unterscheidet sich der Vorfaktor in Gl. (7.31) nur geringfu¨gig. Auf die Sta¨rke der
Abha¨ngigkeit der pseudokritischen Temperatur von der Pionenmasse haben die
”
falsch“
bestimmten Normierungskonstanten keinen bedeutenden Einfluss. Daher wird die Ursa-
che des festgestellten Unterschiedes der Abha¨ngigkeit der pseudokritischen Temperatur
von der Pionenmasse in der vernachla¨ssigten Gluonendynamik liegen.
Fu¨r die (2+1)-Flavor-QCD ist noch nicht genau klar, ob sie in die Universalita¨tsklasse
O(4) oder O(2) einzuordnen ist. In [58] konnte nicht unterschieden werden ob die 2 + 1-
flavor-QCD zur Universalita¨tsklasse O(4) oder O(2) geho¨rt, da die O(4)- und O(2)-
Scaling-Funktionen sehr a¨hnlich sind. Um zu entscheiden in welche Universalita¨tsklasse
die (2 + 1)- bzw. 2-Flavor-QCD geho¨rt, mu¨ßte man Gittersimulationen fu¨r noch kleinere
Pionenmassen durchfu¨hren. Das wu¨rde die Genauigkeit des Scaling erho¨hen. Dadurch
wu¨rde es mo¨glich zu entscheiden, ob die numerischen-Ergebnisse auf der O(4)- oder O(2)-
Scaling-Kurve liegen. Die Alternative bestu¨nde darin Gitter-Simulations-Datensa¨tze mit
denen aus dieser Arbeit zu vergleichen. Stimmen die numerischen Daten u¨berein, so wa¨re
das ein Indiz dafu¨r, dass die (2+1)-Flavor-QCD (mit ms →∞ ) der Universalita¨tsklasse
O(4) zuzuordnen ist. Hinreichend ist es allerdings noch nicht. Die numerischen Ergeb-
nisse der Gitter-Simulationen ha¨ngen davon ab auf welche Art und Weise die Fermio-
nen auf ein Gitter gesetzt werden. Es wa¨re also zu untersuchen, ob sich eine mo¨gliche
U¨bereinstimmung (ebenso Nichtu¨bereinstimmung) mit einer anderen Diskretisierungs-
methode wiederholen ließe. Gelingt das nicht, so ist zu kla¨ren, ob das jeweilige Resultat
mo¨glicherweise ein numerisches Diskretisierungsartefakt ist.
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Diese Arbeit behandelt die Physik des chiralen Phasenu¨bergangs, die Thermodyna-
mik und das kritische Verhalten nahe des Phasenu¨bergangs des Quark-Meson-Modells.
Das Quark-Meson-Modell ist ein effektives Modell der QCD nahe des chiralen Pha-
senu¨bergangs. Da die genaue Natur des chiralen Phasenu¨bergangs noch nicht endgu¨ltig
gekla¨rt ist, ist es sinnvoll mit einem effektiven Modell zu arbeiten dessen Universa-
lita¨tsklasse bekannt ist. Das Quark-Meson-Modell wird der Universalita¨tsklasse O(4)
zugeordnet. Mit Hilfe der funktionalen Renormierungsgruppe haben wir das Quark-
Meson-Modell in unendlichem und endlichem Volumen studiert.
Um die Dynamik der QCD in der Na¨he des chiralen Phasenu¨bergangs zu untersuchen,
haben wir die UV-Randbedingungen derart gewa¨hlt, dass wir bei T = 0 fu¨r die Pionen-
zerfallskonstante und fu¨r die Pionenmasse die physikalischen Werte erhalten. Wir haben
verlangt, dass fu¨r die Wahl des UV-Cutoffs 2piTΛ  1 gilt. Wir sahen, dass es zu signi-
fikanten Abweichungen der numerischen Ergebnissen kommt, wenn der Cutoff zu klein
gewa¨hlt wird. Das hat Konsequenzen fu¨r die Qualita¨t der kritischen Exponenten und
des Scaling. Wir zeigten, dass es fu¨r Temperaturen bis ≈ 300 MeV genu¨gt, einen Cutoff
von Λ = 3 GeV einzustellen. Um die Flussgleichungen des Quark-Meson-Modells auszu-
werten, ist man auf Trunkierungen angewiesen. Die Ergebnisse ha¨ngen von der Trunkie-
rung ab, konvergieren aber mit zunehmender Trunkierungsordnung. Wir studierten das
Quark-Meson-Modell auf endlichen Volumen bei einer Trunkierung Nmax = 4.
Das Verhalten der Obversablen im unendlichen Volumen ha¨ngt von der Gro¨ße der ex-
plitizen Symmetriebrechung bzw. von der Pionenmasse fu¨r T = 0 ab. Ist Mpi[T = 0]→ 0,
so ko¨nnen wir bei einer kritischen Temperatur von einem Phasenu¨bergang zweiter Ord-
nung sprechen; ansonsten geht der Phasenu¨bergang in einen Crossover u¨ber. Wir haben
festgestellt, dass, solange Mpi[T = 0] nicht allzu groß wird, oberhalb der kritischen Tem-
peratur noch Skalen existieren, in denen das System in gebrochen-symmetrischen Regime
verbleibt. Diese Skalen verschwinden bei einer zweiten
”
kritischen Temperatur“ T˜c. Der
Wert dieser zweite
”
kritischen Temperatur“ ha¨ngt von der gewa¨hlten Trunkierung ab.
Der thermodynamische Druck hat fu¨r Mpi[T = 0] → 0 bei T = T˜c ein scharfes Maxi-
mum, welches mit gro¨ßer werdender Symmetriebrechung und Trunkierung Nmax weni-
ger stark ausgepra¨gt ist. Das scharfe Maximum hat zur Folge, dass die Entropie und
die Energiedichte bei T = T˜c einen steilen Anstieg hat, welcher mit gro¨ßer werdender
Symmetriebrechung und Trunkierung Nmax gegla¨ttet wird.
Um Scaling-Verhalten zu studieren ist eine genaue Kenntnis der kritischen Tempe-
ratur Tc fu¨r verschwindende explizite Symmetriebrechung c und eine genaue Kenntnis
der nicht universellen Normierungskonstanten H0 und T0 notwendig. Wir erhielten die
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kritische Temperatur durch Extrapolation von Gl. (7.31) mit c → 0. Mit der kritischen
Temperatur war es dann mo¨glich H0 und T0 zu bestimmen. Fu¨r das Quark-Meson-
Modell konnten wir in der Umgebung der kritischen Temperatur Scaling-Verhalten fu¨r
den reskalierten Ordnungsparameter und die reskalierte Suszeptibilita¨t χσ beobachten.
Fu¨r verschiedene explizite Symmetriebrechungen mit c → 0 bzw. verschwindende Pio-
nenmassen fu¨r T = 0 sind die zugeho¨rigen Scaling-Funktionen identisch. Sind die Werte
fu¨r den expliziten Symmetriebrechungsparamter bzw. die Pionenmassen groß, so stellen
wir starke Abweichungen vom erwartenden Scaling-Verhalten fest.
Betrachten wir das Quark-Meson-Modell in endlichen Volumina, so wirkt sich das
endliche Volumen signifikant auf die numerischen Ergebnisse aus, wenn Mpi[T = 0]L
1 gilt. Wir bestimmten die Scaling-Funktionen fu¨r z = 0 und z = zp fu¨r endlichen
Volumina und stellten fest, dass die resultierenden Kurven fu¨r verschiedene Volumen
gut u¨bereinstimmen. Aus dem Wendepunkt der Scaling-Funktion fpiL
β/ν la¨ßt sich fu¨r
gegebene Pionenmasse Mpi[T = 0] das Volumen bestimmen, ab dem man spa¨testens mit
endlichen Volumen-Effekten zu rechnen hat. Wir haben gesehen, dass sich die Scaling-
Funktionen fu¨r unendliches Volumen fu¨r z = 0 und z = zp aus den Scaling-Funktionen
fu¨r endliches Volumen fu¨r L = 30 fm und Mpi[T = 0] & 18 MeV rekonstruieren lassen.
Fu¨r endliche Volumina betrachteten wir die thermodynamischen Gro¨ßen (von Abb.
8.10 abgesehen) ausschließlich bei der physikalischen Pionenmasse von 138 MeV. Wir
haben berechnet, dass der Druck in endlichen Volumen eine zusa¨tzlichen Term hat, der
durch die Volumenabha¨ngigkeit der Massen bedingt ist. Jedoch liefert dieser Term erst
ab Volumen L < 3 fm signifikante Beitra¨ge. In endlichen Volumina verha¨lt sich eine Volu-
menverkleinerung effektiv wie eine Temperaturerho¨hung, so dass bei kleineren Volumina
der Phasenu¨bergang bereits bei tieferen Temperaturen stattfindet. Fu¨r die Thermodyna-
mik folgt daraus, dass der fermionische Stefan-Boltzmann-Limes fu¨r kleineres Volumen
bereits bei tieferen Temperaturen erreicht wird. In endlichem Volumen wirken sich die
Cutoff-Effekte auf die thermodynamischen Gro¨ßen sta¨rker aus als in unendlichem Volu-
men. Um z.B. das Verhalten des Stefan-Boltzmann-Limes bei kleiner werdenden Volumen
zu studieren, sind die Ergebnisse bei einem UV-Cutoff von Λ = 3 GeV ungeeignet. Wir
studierten daher die thermodynamischen Gro¨ßen bei einem UV-Cutoff Λ = 10 GeV und
einer Trunkierung von Nmax = 2.
Unser Ergebnis fu¨r die kritische Temperatur im chiralen Limes Mpi[T = 0]→ 0 unter-
scheidet sich von den in Gitter-Simulationen errechneten. Diese ergeben sich durch die
Extrapolationen Mpi[T = 0]→ 0 und L→∞. Wir fu¨hrten eine Extrapolation von großen
Pionenmassen durch und stellten fest, dass die Diskrepanz durch diese allein nicht er-
kla¨rt werden kann. Die Extrapolation von Tp[1/L] mit L→∞ weist keinen signifikanten
Unterschied auf zum numerischen Wert der pseudokritischen Temperatur Tp[L = ∞].
Damit hat die Extrapolation Tp[1/L] mit L → ∞ keinen wesentlichen Einfluss auf den
numerischen Wert der kritische Temperatur im chiralen Limes.
Die pseudokritische Temperatur des Quark-Meson-Modells weist eine starke Abha¨ngigkeit
von der bei T = 0 eingestellten Pionenmasse auf. Gittersimulationen konnten nur ei-
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ne schwache Abha¨ngigkeit feststellen. Unsere Vermutung, dass die bei großen Pionen-
massen bestimmten Normierungskonstanten H0 und T0 einen mo¨glichen Beitrag zum
Unterschied liefern ko¨nnte, konnte nicht besta¨tigt werden. Die Normierungskonstanten
unterscheiden sich nicht stark, von denen bei Mpi[T = 0]→ 0 bestimmten.
Daher ist es sehr wahrscheinlich, dass die Unterschiede der Ergebnisse des Quark-
Meson-Modells zur Gitter-QCD ihre Ursache zu großen Anteilen in der nicht vorhan-
denen Gluonendynamik und in der Vernachla¨ssigung der Wellenfunktionsrenormierung
haben. Die Untersuchung des Einflusses der Gluonendynamik und der Wellenfunktions-
renormierung ist daher der nahe liegende na¨chste Schritt in unserer Untersuchung von
kritischer Dynamik in endlichen Volumen. Mit Hilfe von Dyson-Schwinger-Gleichungen
wurden erste Schritt in diese Richtung unternommen [59]. Des weiteren wa¨re es inter-
essant das Quark-Meson-Modell bei endlichem chemischen Potential [60] zu studieren
und zu untersuchen, ob und wie sich z.B. die Position des (tri)kritischen Punktes unter
Variation des Volumens a¨ndert .
Um zu kla¨ren, ob die (2 + 1)-Flavor-QCD eventuell in die O(4) Universalita¨tsklasse
eingeordnet werden kann, ko¨nnte man die in dieser Arbeit gewonnen numerischen Daten
mit denen aus Gitter-Simulationen [58] vergleichen [61].
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